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Enoncés

Séries numériques

Séries a termes de signe constant

Exercice 1 [01020] [correction]
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

chn
ch2n

1 1
V2 —1 Vn2+1

1 n
c)un:e—(1+)
n

Exercice 2 [01021] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

a) Uy, =

b) u, =

" 1/n  sin est un carré
" 1/n?  sinon

Exercice 3 [01022] [correction]
Soient > u, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes.
Montrer que les suivantes sont aussi convergentes

E max (Up, Un ), E VUnUy, €t E

UnUn
Uy, + Up,

Exercice 4 [01023] [correction]
Soit Y~ u, une série & termes positifs convergente. Montrer que > | /untin+1 st
aussi convergente.

Exercice 5 [01024] [correction]
Soit > u, une série a termes positifs. On suppose que

Yu, — £ eRT

Montrer que si £ < 1 alors Y w, est convergente et que si £ > 1, > u,, est
divergente.
Observer que, lorsque ¢ = 1, on ne peut rien conclure.

Exercice 6 [01025] [correction]

Soit (u,) une suite décroissante de réels positifs. On suppose que la série > u,
n>=0
converge. Montrer que nu, — 0.

Exercice 7 [03233] [correction]
Soient (uy) une suite décroissante de réels positifs et a un réel positif.
On suppose la convergence de la série

E n*u,

+

Montrer

n“tly, -0
Exercice 8 [01026] [correction]
Soient (uy,) une suite de réels positifs et
— un
T 14w,

Un

Montrer que Y u, et Y v, sont de méme nature.

Exercice 9 [01027] [correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

a) Pour tout n € N, on pose v, = #Zn Montrer que Y u, et Y v, sont de méme
nature.

N . o, s
b) Méme question avec v,, = w2 e On pourra étudier In(1 — v,) dans le cadre

de la divergence.

Exercice 10 [01029] [correction)]
Soient (uy) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs.
a) On suppose qu’a partir d'un certain rang
Un+1 g vn+1
Un Up,
Montrer que u,, = O(vy).
b) On suppose que

n 1
u+1:1_a+0<) avec a > 1
n

Montrer, & 'aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que >,
converge.
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Exercice 11 [01030] [correction]

Soient } wu, une série absolument convergente et v, = uq () avec o € &(N).
n>=0

Montrer que la série Y v, est absolument convergente de méme somme de Y .

n=0

Exercice 12 [01031] [correction]
Soit o : N* — N* une application bijective. Déterminer la nature de ) LR

Méme question pour ﬁ
n>=1

Exercice 13 [01032] [correction]
+oo +oo

Montrer que la convergence de ) % puis la majoration du reste : % < L

n.n!
k=0 k=n+1

Exercice 14 [02353] [correction]
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

2

a)un=< n )n D)ty = —— )y =

n+1 ncos?n (Inn)nn

Exercice 15 Centrale MP [ 02432 ] [correction]
a) Etudier Y u, ou u, = de

1
0 1+x+-+zm™’
b) Etudier > v, ou v, = z”dz

1
0 14x+--+am”

Exercice 16 Mines-Ponts MP [ 02789 ] [correction]
Nature de la série de terme général
1\"
e—(1+7)
n3/2 — [n3/2] +n

Exercice 17 Mines-Ponts MP [ 02796 ] [correction]
Soit (uy,) une suite réelle décroissante et positive. On pose

Up = QnUQn

Déterminer la nature de Y v, en fonction de celle de > u,.

Exercice 18 Mines-Ponts MP [ 02797 ] [correction]

Soit (u,) une suite décroissante d’éléments de R*, de limite 0. Pour n > 1, on
pose v, = n?u,2. Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes

généraux u, et v, ?

Exercice 19 Mines-Ponts MP [ 02798 ] [correction]

Soient a € R et f € C°([0,1],R) telle que £(0) # 0. Etudier la convergence de la

série de terme général
1 1/n
Up = — fE™)de

(e}
n= Jo

Exercice 20 Mines-Ponts MP [ 02800 ] [correction]

a) Soient (un)n>0 €t (vp)n>0 deux suites réelles, A € R. On suppose :

Un+41
Un

Vn € N,u, > 0; Z |v,| converge et

Montrer que (n*u,,) converge.

b) Nature de la série de terme général

n
n ?

nlen’

Exercice 21 X MP [02957] [correction]

Soit (uy,) une suite réelle strictement positive, décroissante, de limite nulle.

On suppose que la suite de terme général

n
E Ug — Ny,
k=1

est bornée.
Montrer que la série de terme général u,, converge.

Exercice 22 X MP [02956 ] [correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs.
On pose, pour n € N*,

Up = Up/Sp o0 Sy, =ug + -+ 4+ uy,

Déterminer la nature de Y v,,.

A

=1-—+u,
n
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Exercice 23 X MP [02958] [correction]
Soit (u,) une suite réelle strictement positive telle que la série de terme général

Uy converge.
“+o0o
On note le reste dordre n : R, = > .
k=n-+1
Etudier la nature des séries de termes généraux u, /R, et u,/R,_1.

Exercice 24 X MP [02959] [correction]
Soit (u,)une suite réelle strictement positive et strictement croissante.
Nature de la série de terme général

Un4+1 — Un
Un

Exercice 25 X MP [02963] [correction]

UY(LZ) diverge.

Si o est une bijection de N* sur N*, montrer que >

Exercice 26 Centrale MP [ 02425 ] [correction]
Soit f une permutation de N*.
Etudier la nature des séries de termes généraux #(n), f) - fm) f)

Exercice 27 [01028] [correction]

Soit (un)n>1 une suite décroissante de réels strictement positifs.

a) On suppose que Y u, converge. Montrer que la série de terme général
Up, = n(Up — Up41) converge et

—+oo +oo
D v =) un
n=1 n=1

b) Réciproquement, on suppose que la série de terme général n(u, — tp11)
converge. Montrer que la série de terme général u,converge si, et seulement si, la
suite (u,) converge vers 0.

¢) Donner un exemple de suite (u,) qui ne converge pas vers 0, alors que la série
de terme général n(u, — u,+1) converge.

Exercice 28 [02447] [correction]
Soit Y a, une série & termes positifs convergente.
Peut-on préciser la nature de la série de terme général

Uy = AoAY - . . Ay !

Exercice 29 Mines-Ponts PC [o03119] [correction]
Soient (un)n>0 et (vn)n>o0 dans (RT)N telles que

1

VneN,v, = —-——
" Un 1+ n2u,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme

général u,, diverge.

Exercice 30 [ 03195 [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1\
“=(5)
n

Exercice 31 [03225] [correction]
Soit f: [1,+00o[ — R de classe C! strictement positive telle que

o (2) i
f) e (CF

a) On suppose £ > —1 ou £ = —17. Montrer la divergence de la série

> fn)

n>1

b) On suppose ¢ < —1. Montrer la convergence de la série

> fn)

n>=1
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Exercice 32 [03235] [correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs. On considere la suite (v,,) définie par

1 n
= — k
n n(n+1) Z Uk
k=1

Montrer que les séries > u, et > v, ont méme nature et qu’en cas de convergence

—+oo +oo

S m=Y

n=1 n=1
Séries a termes changeant de signe

Exercice 33 [01033] [correction]
Montrer que la somme d’une série semi-convergente et d’une série absolument
convergente n’est que semi-convergente.

Exercice 34 [01034 ] [correction]
Déterminer la nature de Y u, pour :

) 1
a un—n2+1
b) u, = (1)
n+1
_1)»
c) u”:ln(1+(71+)1)

d) u, = cos (7‘(\/ n?+n+ 1)

Exercice 35 [01035] [correction]
Déterminer la nature de

Exercice 36 [01036] [correction]
+m ( 1)71871
Montrer que §em)

n=0

est un réel négatif.

Exercice 37 [01037] [correction]
On rappelle la convergence de l'intégrale de Dirichlet

+oo ;
sin t
1:/ sint .,
0 t

“+o00 T .
sint
1= -1)" de
HZ:O( ) /0 nmw+t

En observant

déterminer le signe de I.

Exercice 38 [01038] [correction]
a) Justifier la convergence de la série numérique

On pose

k=n-+1

b) Montrer que

R,+R io (L

n n+1 — T aN
it k(k+1)

c¢) Déterminer un équivalent de R,,.

d) Donner la nature de Y R,.

n>1

Exercice 39 [01039] [correction)]

Déterminer la nature de Y sin (nr + Z).
n>1

Exercice 40 [01040] [correction)]
-
Donner la nature de la série des J—ﬁ
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Exercice 41 [o1041 ] [correction]

Soient (a,) une suite positive décroissante de limite nulle et (.S,,) une suite bornée.

a) Montrer que la série Y (an — any1)Sn est convergente.
b) En déduire que la série Y a, (S, — Sp—1) est convergente.

c) Etablir que pour tout x € R\27Z, la série Cos(m) est convergente.

Exercice 42 [o01042] [correction]

Soit 2, le terme général d’une série complexe convergente. Etablir que » 2 est
n>1
convergente.

Exercice 43 [01043] [correction]
Pour n € N*, on pose

3

Z sink et S,

a) Montrer que (X,,),>1 est bornée.
b) En déduire que (Sy,)n,>1 converge.

Exercice 44 [01044 ] [correction]
Pour n > 1, on pose

(=n"
vn
a) Montrer que les séries > u,, et > v, convergent.
b) Montrer que la série correspondant au produit de Cauchy des séries Y u,, et
> vy, diverge.

Up = Up =

Exercice 45 [01045] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général :

Exercice 46 [02351] [correction]
Déterminer la nature de Y u,, pour :

— VA T = i) = L = U

Exercice 47 [02352] [correction)]
Soit € R non multiple de 27. On pose :

cos(nf)

n = Zcos(k@) et u, =

n
k=0

a) Montrer que la suite (S,,) est bornée.
b) En observant que cos(nf) =
converge.
¢) En exploitant 'inégalité |cos x|
|un| diverge.

> cos? x, établir que la série de terme général

Exercice 48 Centrale MP [ 02443 ] [correction]

a) Existence de
x

A= lim sin(t?) dt

z—+oo [
+oo
b) Montrer que A se met sous la forme A = Y (—

n=0
A>0.
c) Mémes questions avec

1)"™u,, avec u, = 0. En déduire

x

B = lim cos(t?)dt

r——+o0 0

d) Comment retrouver ces résultats avec un logiciel de calcul formel

Exercice 49 Mines-Ponts MP [ 02793 ] [correction]
Convergence de la série de terme général u,, = sin (7r\/ n? + 1).

Exercice 50 Mines-Ponts MP [ 02794 ] [correction]
Nature de la série de terme général u,, = sin (7(2 4+ v/3)").

Sn — Sp—1, établir que la série de terme général u,,
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Exercice 51 X MP [02962] [correction] Exercice 55 X PC [03207] [correction]

Donner un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0 et dont Soit E I'ensemble des suites réelles (un)n>0 telles que
les sommes partielles sont bornée.
Unt2 = (N + Dupt1 + up

a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2.

Exercice 52 X PSI [03097] [correction] b) Soient a et b deux éléments de E déterminés par
On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout entier
naturel n, on a : apg =1 . bop=0
e
a; = 0 b1 =1

Up 0 et |A— (up+ur+ -+ up)| < |upy1]
Montrer que les deux suites (a,) et (b,) divergent vers +oo.

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s'il existe une suite (6),)n>1 ¢) Calculer

d’éléments de ]0, 1] telle que pour tout entier naturel n : Wy = Q1 — Grbrg

A—(ug+ur 4+ up) =0Opi1Unt1 d) On pose ¢, = a, /b, lorsque lentier n est supérieur ou égal a 1. Démontrer
I’existence de
a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0. /= lim ¢,
Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel. n=>oo
Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel. e) Démontrer I'existence d’un unique réel r tel que
b) Démontrer/que, si la série de terme général u,, enveloppe strictement A, alors lim  (an + rby) = 0
elle est alternée. n—+oo

Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consécutives.

¢) Démontrer que, si la série de terme général w,, est alternée et que, pour tout

entier n € N*

A — (uo+uy + -+ uy,) est du signe de u, 11, alors, elle enveloppe strictement A.

d) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe A et si la suite de

terme général |u,| est strictement décroissante, alors, la série est alternée et (=1"/n® \/m

encadre strictement A. Up = / 1+
0

Exercice 56 [03208] [correction]
« désigne un réel strictement positif.
Déterminer la nature de la série de terme général

Exercice 53 [03236] [correction] Calculs de sommes

Montrer la divergence de la série
Exercice 57 [01046] [correction)]

Z cos(Inn) Existence et calcul de
' 'S
a
—n(n+1)(2n+1)
Exercice 54 X MP [01335] [correction] +00 1
Etudier la série de terme général b) Z In <1 — 2)

n

n=2

v, = (_Dnsm(ln n) oo

n ) Y (n+1)37"
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Exercice 58 [01047 ] [correction]

+oo 1 5
R
On donne k§ R Calculer

+Z :

2 2
Pt k2(k+1)
apres en avoir justifier I'existence.

Exercice 59 [o01048] [correction]
Nature puis somme de

1
Z nn+1)(n+ 2)

n>1

Exercice 60 [01049 ] [correction]
Apres en avoir justifié I'existence, calculer

= 1 =1 r
— — _sachant ¥ — =
;:: @n+1)2 sachan ;HQ 5

Exercice 61 [01050] [correction]
+oo 1 +o0 1 +oo 9
Sachant ). & =e, calculer ) “tl et Y 22
n=0 n=0 n=0

Exercice 62 [01051 ] [correction]

+oo
Soit x € |—1,1[. Calculer > ka*.
k=0

Exercice 63 [01052] [correction]

Soit v > 0. Montrer
+

3
|
—_
=

ES

ol
+
Q

1 a—1
:/ x dx
o 1+=z

b
Il
=]

Exercice 64 [01053] [correction]
On pose

1
Up = / 2" sin(rz) de
0

Montrer que la série > u,, converge et que sa somme vaut
T sint
/ St g
o t

Exercice 65 [01054] [correction)]
n

On rappelle lexistence d’une constante v telle qu’on ait > % =Inn+~v+o0(1).

k=1
a) Calculer la somme de la série de terme général u,, = (—1)"~1/n.
b) Méme question avec u, =1/nsin #0 [3] et u, = —2/n sinon.

Exercice 66 [01055] [correction)]

Justifier et calculer
+oo 1

Z: n(2n — 1)

Exercice 67 [01057] [correction]

“+o00
P . . .
Pour p € N, on pose a), = Zo 5w+ Montrer que a, existe puis exprimer a, en
=
fonction de ag,...,ap,—1. En déduire que a, € N.

Exercice 68 [01058] [correction]

Calculer
+oo

> (=)™ In(1+1/n)

n=1

Exercice 69 [ 02354 ] [correction]
Existence et calcul de

—+o0

5n + 6 = (—1)"
a) Zn(n+1)(n+2) b) gln(l—k n )

n=1
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Exercice 70 Mines-Ponts MP [ 02801 ] [correction]
Soient o dans R*, a et b dans R\N. On pose

n—a

—-b

ug =a et Vn € Nyu,41 = Up,

Etudier la nature de la série de terme général u,, et calculer éventuellement sa
somme.

Exercice 71 Mines-Ponts MP [ 02804 ] [correction]
Convergence puis calcul de

+o00 1

le+22++n2

n=1

Exercice 72 Mines-Ponts MP [ 02805 ] [correction]
Calculer

Exercice 73 X MP [02964] [correction]

Calculer
i 13 N 1 N 1
o in+1 4dn+2 4dn—+3 4n+4

Exercice 74 [ 02426 ] [correction]
Calculer pour z € |—1,1]

+o0 n

Z (1 —a2m)(1—antl)

n=0

Exercice 75 X MP [01338] [correction]

Calculer
+oo
Z 1
= (4n+1)(4n +3)

Exercice 76 Centrale MP [o01565 ] [correction)]
1. Soit FF: N x N — R,
(k1)?
(n+k+1)1)?
1.a) Démontrer que pour tout entier naturel n, la série de terme général F'(n, k)
est convergente. On posera dans la suite

(n, k) =

+o0
On = Z F(n,k)

k=0
1.b) Calculer o,,, pour n € [0, 10] avec le logiciel de calcul formel.
2. Soit G : Nx N — R,

(n,k) — (3n+ 2k + 3)F(n, k)
a) Soit (n, k) € N2. A laide du logiciel de calcul formel, comparer :
(n+1)3F(n+1,k) — (4n + 2)F(n, k) et G(n,k+1) — G(n, k)

b) Démontrer que pour tout entier naturel n :

3n+3

3 — (4n op=———
(n+1)°0,41 — (4n + 2)oy, ((n+1)!)2

¢) Déterminer une suite (P,)nen telle que pour tout n € N :

3((n+1)1)°
(n+1)2(2n +2)!

Tnti _ Tn _
Pn+1 Pn

3. Conclure que la série de terme général

1
n2Cy,
est convergente et que
L.
n2Cy, 18

n=1

Indication : on rappelle que
+00 1 2

s
> 5%

n=1
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Comparaison séries intégrales Exercice 83 [01065] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = W (avec a € R)
Exercice 77 [01059] [correction] Méme question avec la série de terme général (—1)"u,,.
Soit o < 1. Déterminer un équivalent de
A |
Z — Exercice 84 [01066] [correction)]
ka
k=1 N +o0
Pour o > 1, on pose Sy = Y n% et Ry = > n% Etudier, selon o, la nature
n=1 n=N+1
. : de la série Y. L=
Exercice 78 [o01060] [correction] n>1""
o0
Donner un équivalent simple &8 Ry = > n% pour o > 1 donné.
n=N+1

Exercice 85 [01067] [correction)]

n
Exercice 79 [o01061 ] [correction] Soit Y w, une série divergente de réels strictement positifs. On note S, = > uy.

. . sz , i n=0 k=0
En ixplmtant une comparaison avec des 17?tegrales établir : Montrer, & I'aide d'une comparaison intégrale que pour tout a > 1, la série &=
a) kzl Vk ~ 2nyn b) In(n!) ~ nlnn c) k22 ot ~ In(Inn) converge. nzl
Exercice 80 [01062] [correction] Exercice 86 [0106s ] [correction
Déterminer la nature de la série de terme général +o0
Pour o > 1 on pose ((o) = Y. —=. Montrer que (a — 1)¢(a) — 1.
1 n=1 a—1+
Uu. = —
" n(lnn)>
Exercice 87 [01069] [correction)]
Exercice 81 [01063] [correction] B loit ) trieintéerale. détermi y too
Déterminer la nature de la série de terme général 1 exploitant une comparaison série-integrale, determiner artoo n2::1 n’+a?"
+oo 1
Un = Z 2
k=n+1 Exercice 88 Centrale MP [ 02423 ] [correction]
On pose
Exercice 82 [o01064 ] [correction] Uy = Z T)O‘ et v, = Z CEI
Déterminer la nature de la série de terme général p=n (p p=n (p+1)
1 a) Déterminer la nature de la série de terme général wu,, selon a.

Un (In2)2 +--- 4 (Inn)?2 b) Déterminer la nature de la série de terme général v,, selon a.
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Exercice 89 Centrale MP [ 02428 ] [correction]

On pose
_Inz

flx) = —

X

a) Nature des séries de termes généraux f(n) puis (—1)"f(n).
b) Montrer la convergence de la série de terme général

fo - [ s

c¢) Calculer
—+o0

Y (1" f(n)

n=1

Indice : On pourra s’intéresser a la quantité

2> f(2k) =) f(k)
k=1 k=1

Exercice 90 Centrale MP [ 02431 ] [correction]

Soit a > 0,b > 0 et pour n € N*, A, = 2 3 (a +bk), B, = [] (a+bk)'/™.
k=1 k=1

ﬁ" en fonction de e.

Trouver lim
nDC

Exercice 91 Centrale MP [ 02434 ] [correction]

Soit, pour x € R,
cos (:cl/g)
f@) = =2

a) Nature la série de terme général

w= [ swyar— )

b) Nature de la série de terme général f(n).
(indice : on pourra montrer que sin (n/?) n’admet pas de limite quand n — +o0
¢) Nature de la série de terme général

sin (n1/3)

n2/3

Exercice 92 Mines-Ponts MP [ 02792 ] [correction]
Nature de la série de terme général

ou « est réel.

Exercice 93 Mines-Ponts MP [ 02795 | [correction]
Soit a € R*. On pose, pour n € N* : u,, = —1—. Nature de la série de terme

k=1

général u, 7

Exercice 94 Mines-Ponts MP [ o02810] [correction]

On pose f(z) = Sm(glcin"c) pour tout = > 1 et u, = [ | f(t)dt — f(n) pour tout
entier n > 2.

a) Montrer que f’ est intégrable sur [1, +o0].

b) Montrer que la série de terme général u,, est absolument convergente.

¢) Montrer que la suite (cos(Inn)) diverge.

d) En déduire la nature de la série de terme général f(n).

Exercice 95 X MP [ 03045 ] [correction]
n

Pour n € N*, soit f,, : ¢ € Jn,+oo[ = 3 —L-. Soit a > 0. Montrer qu’il existe un
k=1

unique réel, noté x,, tel que f,(z,) = a. Déterminer un équivalent de z,, quand
n — +00.

Exercice 96 X MP [ 03086 ] [correction]

Etudier
+oo
lim n ie%
n—-+oo kQ

k=n

Exercice 97 [03104] [correction]
On note a,, le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de ’entier n > 1. Pour
quelles valeurs de z € R y a-t-il convergence de la série

an

>t
n3
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Exercice 98 X MP [01337] [correction]
Quelle est la nature de la série de terme général

eV
v

Application des séries a I’étude de suites

Exercice 99 [o1070] [correction]
Calculerlalimitedeun:1+%+---—|—l— (%_H—&-n%ﬂ—i——k%)

n n

Exercice 100 [o1071 ] [correction]

Soit a > 0.

a) Déterminer la limite de la suite de terme général
_ala+1)...(a+n—1)

n =

n!

b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 101 |[o1072] [correction]
Pour tout n € N soit
_ (2n)!
Un = (anp))2
a) Déterminer un équivalent de
Inupyr —Inwu,

En déduire que u,, — 0.
b) En s’inspirant de ce qui précéde, établir que /nu, — C > 0 (on ne cherchera
pas expliciter C).

Exercice 102 |[o1073] [correction]
(2n)!
@mnhZ
a) Déterminer un équivalent de In w41 — Inu,. En déduire que u,, — 0.
b) Montrer que nu,, — +0o. En déduire la nature de la série > u,.

Pour tout n € N, soit u,, =

¢) On pose v, = 1. En observant et en sommant les égalités
n
(2k + 4)vg1+1 = (2k 4+ 1)vg calculer T, = > vg en fonction de n et v,41. En
k=0
+oo
déduire la valeur de il

n=0

Exercice 103 [o01074 ] [correction]
le™ . .
Montrer que u, = 557 a une limite non nulle.

Exercice 104 [o01075 ] [correction]

Soit
i)

k=2

Montrer qu’il existe A € R tel que

et

PnNi
Jn

Exercice 105 [01076 ] [correction]
Soit (uy,) une suite complexe terme général d’une suite absolument convergente.
n
a) Montrer que P, = ] (1 + |ug|) converge
k=1
n

b) Montrer que II, = [] (1 + ux) converge en exploitant le critére de Cauchy.
k=1

Exercice 106 [o01077 ] [correction]

Etudier la limite de
1
1—u)™”—-1
Uy = / ﬂdu +1Inn
0 u

Exercice 107 [o1078 ] [correction]
Soient 0 < a < b et (u,) une suite strictement positive telle que pour tout n € N,
Un+1 __ nta

U,  n+b’
a) Montrer que w,, — 0. On pourra considérer Inu,,.
b) Soient « € R et v, = n®u,,. En étudiant (v, ), montrer qu'il existe A > 0 tel
A
que Unp ~ =z -
c¢) On suppose b — a > 1. En écrivant (n + 1)uy41 — nuy, = auy, + (1 — b)up41,

+oo
calculer ° wu,,.
n=0




[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Enoncés 12

Exercice 108 [o01079 ] [correction]
Pour o € R\Z™*, on consideére (u,) définie par

ug=1et upt1 = (14 a/n)u,
a) Pour quel(s) 8 € R y a-t-il convergence de la série de terme général

(n+ 1)Bun+1
nPu,

2

v, = In

b) En déduire qu’il existe A € R*™ pour lequel u,, ~ An®.

Exercice 109 |[o01080 ] [correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs telle que

1
Un41 _1+a+0<2),aveca€R
Up, n n

a) Pour quel(s) 8 € R y a-t-il convergence de la série de terme général

n+1)»
Un:ni( * ) un+1?

nPu,

b) En déduire qu'il existe A € R™* pour lequel

Uy, ~ An®

Exercice 110 Centrale MP [ 02429 ] [correction]
On fixe x € R™. Pour n € N*, on pose

nl = T
= O (1+3)
tn :E"kE[ln +k

a) Etudier la suite de terme général In(u,11) — In(uy,).
En déduire que la suite (uy)n>1converge et préciser sa limite.
b) Etablir 'existence de o € R tel que la série de terme général :

In(unt1) —In(un) —aln (1 " 711)

converge.
¢) Etablir l'existence de A € R* tel que u,, ~ An®.
d) Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 111 Mines-Ponts MP [ 02784 ] [correction]
Soit ug € 10, 27 puis w1 = sin (u,/2).

a) Montrer que (u,) tend vers 0.

b) Montrer que lim(2"u,) = A pour un certain A > 0.
c¢) Trouver un équivalent simple de (u, — A27™).

Exercice 112 Mines-Ponts MP [ 02809 ] [correction)]

On pose
L .
an: e —
n+1 n+4+2 3n

a) Montrer que la suite (a,,) converge et trouver sa limite A.
b) Trouver un équivalent simple de a,, — A.

Exercice 113 X MP [03047] [correction]
Soit (uy,) une suite complexe telle que pour tout p € N*, up, — u,, — 0. Peut-on
affirmer que la suite (u,) converge ?

Exercice 114 Centrale MP [ 02418 ] [correction]
Former un développement asymptotique a trois termes de la suite (u,,) définie par
up =1 et Vn € N*, u,p g = (n+ul™1)/",

Nature de séries dépendant de parametres

Exercice 115 [o1081 ] [correction]

Déterminer en fonction du parametre a € R la nature des séries de termes
généraux :

a) u, = e " b) u, = L) u, = exp(—(Inn)?)

Exercice 116 [01082] [correction]
Etudier en fonction de o € R la nature de

1
Z n®Inn

n>2
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Exercice 117 Centrale MP [01083 ] [correction] Exercice 123 Centrale MP [02430] [correction]

Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série On note u, = fo"/4 (tan ¢)™ dt.

a) Déterminer la limite de u,,.

b) Trouver une relation de récurrence entre u,, et w,12.

¢) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

d) Discuter suivant o € R, la nature de la série de terme général u,,/n®.

Zlnn—f—aln(n—l— 1)+ bln(n+2)

n=1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 118 [01084] [correction)] Exercice 124 Mines-Ponts MP [ 02790 ] [correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Z\/ﬁ+a\/n+1+b\/n+2

n=1

na

Nature de la série de terme général In (1 4+ ey ), ol a > 0.

Exercice 125 Mines-Ponts MP [ 02791 ] [correction]
Nature de la série de terme général

(YR

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

VN +a

Exercice 119 [o1085 ] [correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢ pour que la
. 7z a b c a b c N
suite de terme général i + 7 + 7 + i + 7 + 76 + .-+ converge. ol a € RT*,

Exercice 120 | o01086 ] [correction]

. . . - L Exercice 126 Mines-Ponts MP [ 02799 ] [correction]
Soit A un réel. Etudier la nature des séries de terme général

Soient av > 0 et (uy) une suite de réels strictement positifs vérifiant
A" A\2n 1 u}/ "=1- n% + o0 ( 1 ) La série de terme général u,, converge-t-elle ?

12" T 11

= T3V

Unp

Exercice 127 Mines-Ponts MP [ 02802 ] [correction]
Exercice 121 [o1087] [correction)] Soient (a,a) € R* x R et, pour n € N* :
Soit v > 0. Préciser la nature de la série Y u,, avec u, = Gty pour « € R.

n>2 Ve (=1
do1/k>

Up = ak=1

Exercice 122 [01088] [correction]

) a) Pour quels couples (a, @) la suite (u,,) est-elle convergente ? Dans la suite, on
Déterminer en fonction de o € R, la nature de

suppose que tel est le cas, on note £ = lim u,, et on pose, si n € N*,

(-1 -
2 =t

b) Nature des séries de termes généraux v,, et (—1)"v,.
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Etude asymptotique de séries

Exercice 128 Centrale MP [ 01056 ] [correction]
a) Donner un développement asymptotique & deux termes de

On pourra introduire la fonction f : ¢ +— (Int)/t.
b) A laide de la constante d’Euler, calculer

—+o0

Exercice 129 |[o01089 ] [correction]
On pose

- 1
S”_,;Iwr\/%

Donner un équivalent simple de S,,.
Montrer que
Sp=Inn+C+o(1)

Exercice 130 [01090 ] [correction]
On pose
1
S = —_—
Montrer que (S,,) converge vers une constante C.

Etablir que

1 1
Sp=C——4o0(—)
n

3

Exercice 131 [03070] [correction]
Former un développement asymptotique a deux termes de

+<>01
2.

k=n-+1

Exercice 132 [01091 ] [correction]
On pose
S 3k —1
un =15
k=1

a) Montrer qu’il existe des constantes « et 3 telles que

Inu, =alnn+ g+ o0(1)

En déduire un équivalent de wu,,.

b) Déterminer la nature de > w,.
n>1

Exercice 133 [01092] [correction]
Déterminer un équivalent simple de

) S b ) S
a 1 1
= k(nk+1) = k(n+k)

Exercice 134 [02376 ] [correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

Up, n?

" 1
u+11a+0() avec o € R
n

a) Pour quelles valeurs de « la série > w,, converge?
b) Pour quelles valeurs de « la série > (—1)™u,, converge ?

Exercice 135 X MP [03057] [correction]
On note (z,)n>1 la suite de terme général

it
Zn = 2n.exp (%)

. 2n—12n — 2 2n—n
11m DY
n—-+o0o zn—lzn—Z Zn — N

Etudier

n

= lim H

n—-+4oo
k

2n — k

Zn — k
171
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Exercice 136 Centrale PSI [01325] [correction]
Soit j € N. On note ®; le plus petit entier p € N* vérifiant

>

n=1

ZJ

S|

a) Justifier la définition de ;.

b) Démontrer que &; —— +o0.
J—+oo

¢) Démontrer (bf% —ec.

i j—+too

Exercice 137 X MP [02950] [correction]
Soit (uy)n>1 une suite d’éléments de RH*.

On pose
n 1 n
Z ug | et w, = — kup,
k=1 [

On suppose que (v,) tend vers a € R**.
Etudier la convergence de (wy,).

1
Uy =
Ny,

Exercice 138 Centrale MP [ 00528 ] [correction]
On définit pour n € N* les nombres complexes

n . n .
U”ZH (14—;2) etvn:H (1+2;>
k=1 k=1
a) On note, dans le plan complexe, A, et B, les points d’affixes respectives w,, et
Up,-
Utiliser le logiciel de calcul formel pour visualiser les lignes polygonales
Ay, As, ..., A, et By, Bs, ..., B pour diverses valeurs de n : par exemple
50,100,500. .. Un point du plan d’affixe z = x + iy sera repéré par la liste [z, y| de
ses deux coordonnées.
b) Etudier la convergence de la suite (uy,).
S’il y a convergence, donner a ’aide du logiciel de calcul formel, une valeur
approchée (par module et argument) de nEI—&r-loo Up-

¢) Etudier la convergence de la suite (vy,).
On pourra justifier I'existence d’une constante L telle que :

- 2
Zarctan 7= 2Inn+ L+ o(1)
k=1

et étudier la nature (convergente ou divergente) de la suite complexe (zp)n>1 :

zn = exp(2i1lnn)

Exercice 139 [03179] [correction]
a) Sous réserve d’existence, déterminer pour o > 1

2n
. 1
lim E —
n—-+oo ko
k=n+1
b) Sous réserve d’existence, déterminer

2n 1
li - +
im0 ()

k=n-+1

Exercice 140 [ 03226 ] [correction]
Pour n € N*, on pose

x| =

k=1

Pour p € N, on pose
n, = min {n € N/H, > p}

Déterminer un équivalent de n, quand p — 400

Séries doubles

Exercice 141 [01093 ] [correction]
+oo

a) Soit a > 1. Déterminer un équivalent a R, = Y, &.
k=n+1
+oo 4o
b) Pour quels a € R, la somme Y. > & a-t-elle un sens?
n=0 k=n+1
+oo 400 —+o0
c¢) Montrer qu’alors > > &= > z%'
n=0k=n+1 p=1
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Exercice 142 [01094 ] [correction]

Justifier
SR
2 _ 2 Ap2
n=1,n#p " p 4p
En déduire
+o00 “+o00 “+oo +oo
p=1n= 1n7ép n=1p= 1p7én

Exercice 143 [ 01095 ] [correction]
Soit a un complexe de module strictement inférieur a 1.
En introduisant u, ¢ = aP?4=1) (pour p,q > 1) établir égalité :

oo

a? = gt
Zl_a2p _Zl_aﬁpfl
p=1 p=1
Exercice 144 [01096 ] [correction]
— 2ptl _ _p _ _ptl
On pose alﬁq = p+q+2 ptg+l ~ pq+3”
+o0 +00 00
Calculer >’ Z ap,q €t Z > apq. Qu'en déduire?
q=0p=0 p=04=0

Exercice 145 Centrale MP [ 02424 ] [correction]

—+o00 an
. zZ
Convergence et calcul, pour z € C, de : Zo ¥ T
e

Exercice 146 MineS—PontS MP [ 02803 ] [correction]

Etudier lim lim Z Z( 1)tagiti+t,

n—>oom—>ooZ 0] 0

Exercice 147 Mines-Ponts MP [ 02806 ] [correction]

Nature et calcul de la somme de la série de terme général Z
k=n

1)’“

Série dont le terme général est défini par une suite

récurrente

Exercice 148 [01097 ] [correction)]

Soit (uy,) la suite définie par ug € [0, 7] et pour tout n € N, up41 =1 — cos uy,.
Montrer que u, — 0 et déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 149 [01098 ] [correction]

Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N, u,y1 = /1 + .

Montrer que (u,,) converge vers un réel £. Quelle est la nature de la série de terme

général u,, — /.

Exercice 150 [01099 ] [correction]
Soient ug € |0, 7/2[ et uy41 = sinu, pour tout n € N.
a) Montrer que u, — 0T,

b) Exploiter u, 1 — u, pour montrer que Y. ud converge.
n=0

c) Exploiter Inu, 41 — Inwu, pour montrer que > u? diverge.

n>0

Exercice 151 [03012] [correction]
La suite (an)n>0 est définie par ag € |0, 7/2] et

Vn € N,an11 = sin(ay,)

Quelle est la nature de la série de terme général a,, ?

Exercice 152 [02440 ] [correction]
Soit (an)n>0 une suite définie par ag € R et pour n € N,
—a,

any1=1—e

a) Etudier la convergence de la suite (ay,).

b) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"a,,.

c) Déterminer la nature de la série de terme général a2.

d) Déterminer la nature de la série de terme général a,, & laide de la série

£ (32)
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Exercice 153 X MP [02961] [correction]
Soit (u,) une suite réelle telle que ug > 0 et pour tout n > 0,

U =In(1 + up—1)

Etudier la suite (u,) puis la série de terme général w,,.

Exercice 154 [o1101 ] [correction]
Soit (u,) la suite définie par ug € |0, 1[ et pour tout n € N,

2
Upt1 = Up — Uy,

a) Existence et éventuellement calcul de

“+oo “+oo
Zui et Zln(l — Up)
n=0 n=0

b) Nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 155 X MP [02951] [correction]

Soit (un)n>o la suite définie par ug € [0,1] et Vn € N, upqq = up, — u2.
a) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

b) Méme question lorsque u,, est définie par la récurrence uy,+1 = u, — u}[“a (avec
a>0).

Exercice 156 [01100] [correction]
Soient (a,) une suite positive et (uy,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N

Up+1 = Un + an/un

Montrer que la suite (u,) est convergente si, et seulement si, la série de terme
général a,, est convergente.

Exercice 157 X MP [02960] [correction]

Soit u € RN telle que ug € ]0, 1] et que, pour un certain 3 > 0 et pour tout n € N,
ul) = sinuf.

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 158 Centrale MP [02433] [correction]
Soit & > 0 et (up)n>1 la suite définie par :

1

N*Uy,

up >0et Vn > 1 upy1 = up +

a) Condition nécessaire et suffisante sur « pour que (u,) converge.
b) Equivalent de u,, dans le cas ou (u,) diverge.
c¢) Equivalent de (u, — ¢) dans le cas ou (u,) converge vers /.

Familles sommables

Exercice 159 [02631 ] [correction)]
. . 1
Déterminer la nature de > )= selon a € R.

m,n=>1

Exercice 160 [ 02636 ] [correction]

On note ¢1(Z) I'ensemble des suites complexes u = (uy,)nez sommables.

a) Soit u,v € £1(Z). Montrer que pour tout n € Z, la famille (ugv,—k)rez est
sommable.

b) Pour u,v € £1(Z), on pose (u x v), = > upv,_k. Montrer que u x v € £1(Z) et

kEZ
que > (U * V)= Uy Y Up.

nez neZ ne”z
¢) Montrer que la loi * ainsi définie est commutative, associative et posseéde un

neutre.
d) La structure (¢!(Z), x) est-elle un groupe ?

Exercice 161 [o02427] [correction]
Etablir que pour z € -1, 1],

+oo " +o00
Z T Zd(n)x”
n=1 n=1

en notant d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.
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Exercice 1 : [énoncé]

a) Uy ~ :Tnn ~ e~ " donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est
convergente.

b) u, =0 (%) donc la série est absolument convergente.

¢) U, ~ 5~ donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est
divergente.

Exercice 2 : [énoncé]
C’est une série a termes positifs aux sommes partielles majorées car

Zuk@Z%@m
k=1 k=1

donc la série converge.

Exercice 3 : [énoncé]
On exploite les comparaisons

1
max(Un, vn) < tn + Uns Vit Un < 5 (Un +0n)
(obtenue par 2ab < (a? + b?))
et
U, U,
= v
Up +Vn  Uptn

Par comparaison de série a termes positifs on peut alors conclure.

Exercice 4 : [énoncé]
Puisque 2ab < aZ+b%on a

—_

vV unun+1 < i(un + unJrl)

or Y u, et Y u,41 convergent donc, par comparaison de séries a termes positifs,

> UnlUnt1 converge.

Exercice 5 : [énoncé]

Si £ > 1 alors a partir d'un certain rang {/u, > 1 et doncu, > 1. 11y a
divergence grossiere.

Si ¢ < 1 alors, en posant « = (1 +¢)/2, 0on a £ < a <1 et & partir d'un certain
rang

Yu, < a

donc

U, < an

Or la série de terme général a” est convergente car o € [0, 1] et donc Y u,, est
absolument convergente.

Pour u, = 1/n, 3/u, = n~Y" 1 et pour u, = 1/n?, Yy = n=2/" — 1 alors
que dans un cas les séries diverge et dans 'autre la série converge.

Exercice 6 : [énoncé]
2n
Ro, — R, = Y. ug = nug, = 0 donc nug, — 0 d’olt ug, = o(1/n)
k=n+1
0 < ugpt1 < uap et ugy, = 0(1/n) donc ugpi1 = o(1/n). Ainsi 2nug, — 0 et

(2n + 1)ugpt1 — 0 done nu,, — 0.

Exercice 7 : [énoncé]
Posons

Sn = i kauk
k=1

Par la décroissance de la suite (u,), on a

2n 2n
Son = Sn= > Kup> > n%ugm =n"Tuy, >0
k=n-+1 k=n-+1

Puisque la suite (S,,) converge, Sa,, — S, — 0 et on en déduit (2n)**uy, — 0.
Puisque
(2n 4+ 1)>+!

(2n)ot1 (2n)* gy

0< (2n+ 1) Mug, 41 <

on a aussi (2n + 1)*"ug, 1 — 0 et on peut donc conclure n®*tu, — 0.
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Exercice 8 : [énoncé]

Puisque v, = 1+u et u, = 1”*;} on a u, — 0 si, et seulement si, v,, — 0.
Si u, /A0 alors v, /0 et les deux séries divergent.

Si u, — 0 alors v,, ~ u,, et donc les deux séries sont de méme nature.
Dans les deux cas, les séries sont de méme nature.

Exercice 9 : [énoncé]
a) Si > u, converge alors u,, = 0 et v, ~ u, donc Y v, converge par équivalence
de série & termes positifs. Si Y v, converge alors v,, — 0 et aisément u,, — 0 donc
U ~ Uy, et on conclut comme ci-dessus.

b) Si > u,, converge et est de somme S alors v, ~ u,/S et on peut conclure.
Si > uy, diverge alors Z In(1—wv,) =1 “

niuﬁ_ vy — —OQ.

Siv, =0, In(1 —wv,)~ —vn donc > v, diverge car les séries sont de signe
constant.
Si vy, /0, > v, diverge grossiérement.

Exercice 10 : [énoncé]
a) Via télescopage, pour tout n >

b)Soit1<B<aetvn:niﬁ.

Un+1 1 o ﬁ 1
oy w—l‘n*‘)(n)
n (1+3)

A partir d’un certain rang

N:0<u, < Z—xvn donc u, = O(vy,).

Un+1 Un+41
<
Unp, Un

donc u, = O(vy,) or Y v, converge absolument donc > u,, aussi.

Exercice 11 : [énoncé]

n —+oo

S lvnl < 30 Jun| < 400 done Y v, est absolument convergente.
k=0 n=0 n=0

Pour n € N, posons p(n) = max {o~!(k)/0 < k < n}.

Pour tout £ > 0, il existe N € N tel que > |u,| <e.
n>N+1
N
Pour tout M > p(N) : =Y up| < Y. |un| < e donc
n=0 n>N+1

<

+oo
— Z U,
n=0

+00 +oo
Par suite > v, = > up.
n=0 n=0

Exercice 12 : [énoncé]

> ﬁ est une série a termes positifs et pour tout n € N,
n>1

1 2

K2 6

N

Q
N
M=

>

k=1

ol
Il

1

avec N = max {o(1),...
convergente. On a

,o(n)}. Les sommes partielles étant majorées, la série est

n N
1 1
<) —
PIFED B
k=1 k=1
avec N = max {o~*(1),...,0 (N)} donc Y U(ln) ne peut converger car
n>1

n
> & = +oo.
k=1

Exercice 13 : [énoncé]
“+o0
La convergence de > % s’obtient entre autre par d’Alembert.
k=0
—+oo
k=n-+1
Rq : La récurrence ne marche pas.

1 _ i 1 1 _ 1
=l (n+1 + (n—i—l)2 +- ) T nln+l11-1/n+1 T n.nl’

pol[og

Exercice 14 : [énoncé]

a) u, = exp(—n?In(1+1/n)) = exp(—n + o(n))donc nu, — 0 et la série est
absolument convergente.

b) u, = 1/n donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est
divergente.

¢) nu, = —2

_n___
(11’1 n)ln n

= e2lnn—Inninlnn _ o donc la série est absolument convergente

Exercice 15 : [énoncé]

1 dz _ 1—x
0 TFatFazm Jo T de, oEr o L—wet T

a) Uy, =

1 P
donc u,, — fo (1—-z)dx = % La série diverge grossiérement.
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_ z"dx _rl 1z n _rl z"
b) Up = O TFattzn fO T_gnti ¥ dz = f() 1—.37"‘*'1(1 — JC)dSU avec par
intégration par parties

+oo
avec — fol In(1 — 2" )dz = fol =
k=1

= 1 1)k Sy 1
kzl Jo ‘Ex(mr ) ‘dx - kz;l ke < oo done

n(1 — 271 _®p (nt+1)kgq _ it 1 e 1 =
—fO n( x ) xr = kzz:l Efo X xr = kgl Bt DED) X (ntD) kzz:l %2 puis

n =0 (1 / n2) et donc la série de terme général v,, converge.

1
xn+1)(1 — x)}o n}rl o ln( xn+1)dx

%x("ﬂ)kdx. Or

Exercice 16 : [énoncé]
On a

\" 1

(-2 =00)

n n

et
n3/% - {ngﬂJ +n=n+0(1)~n

donc

e—(1+1)" _of}
n3/2—Ln3/2J+n7 n2

ce qui permet de conclure & une absolue convergence.

Exercice 17 : [énoncé]
On remarque

Uy 2 Ugn + Ugn g1 + -+ + Ugnt1_q

de sorte que
21L+1 1

S0z Y w

Ainsi, si Y u, diverge alors Y v,, aussi par comparaison de séries & termes positifs.

Aussi 1
+ Ugn+1_1 2 SUnt

UZ""‘"' 2

donc
n
>

k=1

l\D\»—t

n_1
S s
k=1

Ainsi, si ) u, converge alors Y v,, aussi par comparaison de séries & termes

positifs.

Exercice 18 : [énoncé]
Supposons que Y v, converge. Pour n? < k <
(n+1)2-1

o< X
k=n?

de la série & termes positifs > wu, sont majorées et donc > u,, converge.

Inversement, pour u, = —7 on a v, = = de sorte que Y u,, converge et Y vy,

diverge.

(n+1)2%,0 < up < upz < 23 donc

2_ 2 . .
B < vnw ce qui permet d’affirmer que les sommes partielles

Exercice 19 : [énoncé]

Pour ¢ € [0,1/n], on peut affirmer ¢t" € [0,1/n] donc
1/n 1 1
famydt = ~fO)| <~ sup |f(t) - f(0)]
0 n T t€lo,1/n)

Par continuité de f en 0, on peut affirmer,

sup [f(t) = f(0)[ = 0

te(0,1/n]
et donc
1/n 1
f@")dt ~ —£(0)
O n
Ainsi £0)
Up ~ nat+l

et Y uy, converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 20 : [énoncé]

a) Le rapport “*** tend vers 1 donc la suite (uy) est de signe constant & partir
d’un certain rang quitte a passer a 'opposé on peut supposer u,, > 0 pour n
assez grand.

Posons

wy, =In((n 4 D upy1) — In(n uy,)

1 A
wn—/\ln<1+n>+ln<1n+vn>

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la suite

(In(n*u,)) converge et donc (n*u,) aussi.

On a
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b) Posons u, = i=. On a flf:'_l % =InR,,—1 —In R,, donc la série & termes positifs > flf:’_l % diverge car

matl =1—1+0(1)

U, 2n n2

En reprenant I'étude qui précéde on peut affirmer que n'/?u,, — ¢ > 0 donc > u,
diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.

Exercice 21 : [énoncé]
n
Posons v, = > ug — Ny. On a vpp1 — vy = 0ty — Upg1) = 0.
k=1
La suite (v,,) est croissante et majorée donc convergente. Posons ¢ sa limite.
1
On a u, — Upy1 = o (Vpg1 — vp) donc

fe’e] 400 1 1 +oo
Yo (uk —upg1) = Y g (Vg1 —vr) < o > (Vky1 — vg) ce qui donne
k=n k=n k=n

U < 2(0—0y).
n
On en déduit 0 < nu, < £ — v, et donc nu, — 0 puis > up — £.

k=1
Finalement ) u,, converge.

Exercice 22 : [énoncé]

Si Y uy, converge alors en notant S sa somme (strictement positive), v, ~ uy/S
et donc ) v, converge.

Supposons désormais que Y u,, diverge et montrons qu’il en est de méme de Y v,,.

. S, Sy =S
Par la décroissante de ¢t — 1/t, on a [ . %t < gt L g Su"l.
n— n— n—

. 2 o 2 Sn dt n U
En sommant ces inégalités |, s, & S k22 P
Snodt __ l ; u
Or fsl" < =InS, —InS; — 400 car S, — 400 donc par comparaison} T
diverge.
: Up Un _ 1
Puisque 5.5 = 5 = Unig,
Si v, /0 alors 3 v, diverge.

Up

Si v, — 0 alors v, ~ 5 - et a nouveau » v, diverge.
.

Finalement Y w, et > v, ont la méme nature.

Exercice 23 : [énoncé]

L Rp_ -
Up = Ry—1 — Ry et la décroissance de t — 1/, [," 1 % < M = fo.
n n mn

In R,, — —o0 puisque R, — 0.
Par comparaison de séries a termes positifs, >  u,/R,, diverge.
1

Un Un _ _un
n Rp—1—un Rp—1 1—up/Rp_1"

Si u,/Rn—1 /0 alors > u,/R,—_1 diverge.

Si un/Ry—1 — 0 alors 22— ~ 2 et donc Y u, /Ry 1 diverge encore.

Dans tous les cas, > u,/R,—_1 diverge.

Exercice 24 : [énoncé]

Posons
Up+1 — Up

Un,

Up =

Si (uy,) converge alors, en posant £ sa limite,
1

Up ~ - (Un+1 - un)

14

et puisque la série & termes positifs > (up41 — up) converge, il en est de méme de
> g,

Si (u,) diverge alors u, — +o0.

Par la décroissance de ¢t — 1/t,

_ Un+1 dt
Unt1 = Un o / A () — In(u)
U, “ t

n

Puisque In(u,) — 400, la série a terme positif Y (In(up41) — In(u,)) diverge et
donc > v, aussi.
Finalement, la nature de la série > v, est celle de la suite (uy,).

Exercice 25 : [énoncé]

Posons
— a(k)
Sn = Z 2
k=1

On a

2n U(k) 1 2n

Son =S =Y R > a(k)
k=n+1 k=n+1

Or les entiers o(n+1),...,0(2n) sont, a Pordre pres, au moins égaux a 1,...,n et
donc

- n+1
2 4n2; 8n

ool —

On en déduit que (5,,) diverge.
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Exercice 26 : [énoncé] On a alors . .
Etude de Y ——. Xn <
2w . o 0<nu, <Y Top <Y w
Notons que par permutation des termes d’une série absolument convergente, la P k h
—n —n

série > le converge.

Puisque 0 < - f(n) <1 (n2 + f(n)2) on peut affirmer, par comparaison de séries

a termes positifs, que la série étudiée converge.
Etude de )~ 4 £

Posons u,, = Z %) On observe

2n n
Uy — Up = Z féz > Y f()/%z 2l 5 L d’on I'on conclut
k=n+1 k=n-+1 k=1

que la série diverge.
Etude de 3 L&)

nlnn’

Pour n assez grand, n? > nlnn donc

Etude de ) %2)
neNx
Pour f : n > n, la série est convergente.

Pour f : 2p — p? et 2p + 1 —le p + léme entier qui n’est pas un carré, la série
contient les termes 1/8p avec p € N* et est donc divergente.

Exercice 27 : [énoncé]

n n n+1 n
a) Yovp = kug— > (k—Dug = > up — nupp1(*).
k=1 k=1 k=2 k=1

Montrons que la convergence de > u,, entraine que nu, — 0.
Posons S, les sommes partielles de > uy,.
Par la décroissance de u,, on a 0 < nug, <
Par suite nus,, — 0 et aussi 2nuq, — 0.

De fagon semblable, on obtient nus,+1 — 0 puis (2n + 1)uspt1 — 0.
Ainsi nu, — 0 et donc

Son — Sn.

n

v E u
Z ke oo n——+00 k
k=1

b) Supposons que la série de terme général v, converge.
Si la série de terme général u,, converge alors u,, — 0.
Inversement, supposons que u,, — 0. On peut écrire
—+oo +oo v
k
Up = E (Ulc - Ulc+1) < m

k=n k=n

- et donc la série étudiée diverge.

Puisque la série des v,, converge,

“+ o0
ka — 0 puis nu,, — 0
k=n

La relation (*) entraine alors la convergence de > u,,.
¢) u, = 1 convient, ou si I'on veut une suite non constante, w, = 1+ #

Exercice 28 : [énoncé]
La série de terme général u,, est convergente.
En effet, puisque Y a,, converge, a,, — 0 et donc il existe un rangN € N tel que

Vn > N,a, <1

En posant M = aga; ...an_1, on peut écrire pour tout n > N

0<u, < May...an_1a, < Ma,

Par comparaison de série a termes positifs, on obtient la convergence voulue.

Exercice 29 : [énoncé]
Supposons la série > v, convergente. On a v, — 0% donc 1 + n?u,, — +o0 et on

en déduit 1

n2u,

Unp ™~

puis
V UnUp ™~

Par comparaison de séries & termes positifs, il y a divergence de la série > | /u,vy,.
Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n
<Z \/Ukvk) <D un ) v
k=0 k=0 k=0

On en déduit la divergence de la série Y uy,.

n

“+oo
< un ) v
k=0 k=0
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Exercice 30 : [énoncé]
On a

donc pour n assez grand

un/%

et par comparaison de série & termes positifs on peut affirmer que > u,, diverge.

Exercice 31 : [énoncé]
a) Pour z assez grand, on a

of@)
@ -
donc
fil@) 1
flx) 7 @

En intégrant, il existe une constante 3 tel que
Inf(z) 2 —lnz+p

et alors o
flx) > . avec C' =¢” >0

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la divergence de

> f(n)

n>1
b) Soit un réel a > 1 tel que £ < —a. Pour x assez grand, on a
!

f@) o,

f(x)
et donc

f'(@) <

f(x) x

En intégrant, il existe une constante 3 tel que
Inf(z) < —alnzx+ 3
et alors o
f(x)g—avecC:eB>0
xOé

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la convergence de

2. f(n)

n>1

Exercice 32 : [énoncé]
Par permutation de sommes

N N N u
k
Dy
n=1 =1n=k ’I’L(TL + 1)
donc
N N N N
1 1 N+1-k
o=k d (5 ) =2
n=1 k=1 n==k n ntl k=1 N+1
et donc

N N
g Uy = g up — Noy
n=1 k=1

Supposons que la série Y u,, converge
Puisque ) v, est une série a termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorée car

N N “+o0
Dt <D un <) up
n=1 k=1 k=1

la série > v, converge.
Supposons que la série Y v, converge.

On a
n n
nvu, = E Uk — E Vk
k=1 k=1

donc par croissance des sommes partielles d’une série a termes positifs, la suite
(nv,) admet une limite £ € R U {+o0}.

Si cette limite est non nulle, la série Y v, diverge ce qui est contraire &
I’hypothese initiale. On en déduit

nv, — 0
donc
N N “+o0
g uk:E vn+Nun%§ Up,
k=1 n=1 n=1

Ainsi > u, converge et

+oo +oo
D un=2 vn
n=1 n=1
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Exercice 33 : [énoncé]

Soient > u, une série semi-convergente et > v,, une série absolument
convergente. La série Y u,, + v, est convergente et si celle-ci était absolument
convergente alors Y uy, le serait aussi car |uy| < |u, + vn| + |vn|. La série

> up + v, n'est done que semi-convergente.

Exercice 34 : [énoncé]
a) u, ~ 1/n? donc la série Y u,, est absolument convergente.
b) On apphque le critére spécial et on conclut que > u,, converge.

(¢]

) Up = 1 +0 (—2) et on peut conclure que Y u,, converge.

)unfcos(mrJr +2+0(%)) = %JrO( ») donc Y u, converge.

o,

Exercice 35 : [énoncé]
Il s’agit d’une série alternée.

1 n
== Ik
n
k=1
et ainsi In {/n! est la moyenne arithmétique de In1,1n2, ...,
In ¥n! <In "ty (n+1)!

1 1

- 2 -
n " (n+1)!

De plus par la croissance de la fonction = — Inz,

Inn et donc

puis

1 n
Zlnkj> f/ Inazder =Inn—-1— +0
1

et donc
—0

vn!

n.

Finalement on peut appliquer le critere spécial des séries alternées et conclure.

Exercice 36 : [énoncé]
A partir du rang n = 2, on peut applique le critére spécial des séries alternées. Le
reste étant majorée par la valeur absolue du premier terme

+oo

T = nz_:o (_(;221)? =1—4+ravec |r| < § donc z <0.

Exercice 37 :
Par découpage

[énoncé]

+oo (n+1)7 _: ¢
=% / sint 4,

n=0v """ t

+oo
sm n7r+t
I = dt
Z/ n7r+t

donc par translations

puis la relation proposée.
I se percoit alors comme somme d’une série vérifiant le critere spécial des séries
alternées, sa somme est donc du signe de son premier terme a savoir positif.

Exercice 38 : [énoncé]
a) On applique le critére spécial.
b) Par décalage d’indice sur la deuxiéme somme

> o e
Rn + R7L+1 = 2N
k=n-+1 k=n-+1 k + 1 k=n-+1 k(k + 1)
¢) Puisque
(_1)n+1
R,—R,41=—"—
+ n+1
on a
_— (_1)n+1 +oo (_1)k
n+1 hm&uk+n

Or par le critéere spécial

donc (1)
1"
Ry ~ ————
2n
d) Comme R, = = 1)n+1 + O (+5) la série 3 R, est convergente.

n>1

Exercice 39 :
sin (mr + %) =

[énoncé]

(—=1)"sin = = EV' 4 o (-) donc la série est semi-convergente.
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Exercice 40 : [énoncé]

-3n -3n+1 -3n+42 -3n . -2

J J J _ M (+5+57) 1y 1 = .

Tt vt s = v T O0(mr) = 0(557) done la série des
3n

-3n+41 j3n+2

-3n+1 -3n+2

J J ; J J
ey + mﬂ—i— TS est absolument convergente et puisque BT VAT — 0,
la série des J—\/ﬁ est convergente.
Exercice 41 : [énoncé]
a) (ap — apt+1)Sp = O(an — any1) et la série > a, — an41 est absolument
convergente.
b) En séparant la somme en deux et en décalant les indices
n n n+1
> (ag — ar+1)Sk = Y. apSk — > apSk—_1 puis en regroupant
k=0 k=0 k=1
n n
> (ag — ak41)Sk = a0So + D ar(Sk — Sk—1) — ant1Snavec an41S, — 0. Par

k=0
suite > a,(Sy
n

¢) On applique le résultat précédent & a, = 1/n et S, = > cos(kx). (Sy) est bien

k=1
— Sp,—1) est convergente.

k=0
n . .
bornée car S,, = Re (kz_:o e”“) = Cos(nz)%,
Exercice 42 : [énoncé]
Posons
n
Sn = Zk
k=1
On a
N N N -1
Zﬁzzwzzi_z S
n=1 n n=1 n n=1 n n=0 n+1
donc

:1n_ nn+1) N+1

n=1

n
Sy Sp  _ (L 44 )
Or 725 — 0 car (Sy) converge et woin = O (-7) est le terme général d'une
série absolument convergente. On peut conclure que la série ) 2= converge.
n=1

Exercice 43 : [énoncé]

a) On a
noo 1 — ein
Zn:Im< (%”“)zhn(ez e,)
1—et
k=1
donc ,
1 — e 2
Yl < e —| < .
[Znl < e 1—e¢t |1 — et

et la suite (X,,)n>1 est effectivement bornée.

b) On a
n n n—1
X — Y1 Yk Xk
STL = = _— =
2" D D
k=1 k=1 k=0
donc "
i >
Sn _ k n

A Py R

Or =2 — 0 car (X,) est bornée et % =0 (%) est le terme général d’une

n+1
série absolument convergente. On peut donc conclure que (S,,) converge.

Exercice 44 : [énoncé]
a) par application du critére de Leibniz.

n—1 =1
b) Wy, = kZ::I UpVp—k = (_1)71 kgl \/;\/1@ or \/E\/lm > % donc

n—1
> m > ”T_l et par suite w, /0 et Y w, diverge grossiérement.
k=1

Exercice 45 : [énoncé]
Par comparaison avec une intégrale :

1
7N2\/ﬁ

On a alors
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La série de terme général

2": 1
iy VE
converge en vertu du critére spécial.
On a
1 1 1
o) \Ew)) "
i VE =y VE

donc par comparaison de série a termes positifs il y a divergence de la série de
terme général

1
(£5) (e

Par sommation d’une série convergente et d’une série divergente la série de terme
général diverge.

Exercice 46 : [énoncé]
a) up = ( 1) +0 (- 3/2) donc > u, converge.
b)

= = 1 1
Up = = — 5— +o 5
lnn+( ) +o( ) Inn nln“n nln“n

Or la série de la série de terme général m est absolument convergente (utiliser

une comparaison avec une intégrale) donc > w,, est convergente.
¢)
(—1)" 1 1
to——
Inn (Inn)? (Inn)?

(71)7’1
Inn

La série de terme général est convergente alors que la série de terme général
ﬁ +o0 (ﬁ) est divergente par équivalence de séries a termes positifs. On

conclut que Y u,, est divergente.

Exercice 47 : [énoncé]

H) ) — Re (Z ezk&) — Re < m::)a

k=0

7,(n+1)9 1 2
010 _ < [0 —1]"

) donc |S,,| <

N-1

N g g N
b)zun_z TL_ZnTlezn(n+1

Or SN %Oet

SO+N+1

+
n=0
=0 (#) donc la suite des sommes partielles de la série de

N+1 n(n+1)
terme général u,, converge.
2n6

¢) |cosz| = cos’z = % donc |uy,| > Coq( nf) 4 4.
Sif =0 [r]alors|u,|> L etdonc |u,| dlverge

s cos(2n0) :
Si 9 #0 |[n] alors parlce gul précede la serl.e > —,,  converge et puisque la
série de terme général - diverge, par opérations, la série de terme général |u,,|
diverge.

Exercice 48 : [énoncé]
a) On a
/ sin(t?) dtz/ sin(tz)dt—i—/ sin(¢?) dt
0 0 ™
Or

- T ot 1" e t2
/ sin(£2) dt = / 2 Gin(12) dt = [_ cos( )} B / 008(2 ) dt
¥ 72t ot | s o2

donc

/ sin(t?) dt ——
0

Tr—r+00 0

vz 1 1 “+o0 t2
sin(2)dt — —— — f/ costt) 4y
ovr 2)n P

ou 'on vérifie que la derniére intégrale converge.
b) Par découpage
n+l)7r

A= Z/ sin(t?) dt

et par changement de variable

= (—=1)"un

\V (n+1)m (n+1)7 _:
/ sin(t?) dt = / sin(u) du
Vnm nm Qﬁ

avec

T sinw
=(-1" —d
( )/0 2v/v +nm v

/ T sinw d

Uy = ——dv

" 0o 2v/v+nm

Aisément u,, > 0, u,11 < up et u, — 0 donc on peut appliquer le critére spécial
qui assure que A est du signe de (—1)%ug c’est-a-dire positif.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Corrections 27

¢) La question a) est identique. Pour b) les choses se compliquent car on découpe
Iintégrale en 7/2, 37/2,...pour obtenir :

/2
cos v CcosS v
B = d E dv
/ * /_ﬂ/Q 2v/v+nm

Le critere spécial des séries alternées s’applique a la série sous-jacente et B est du
signe de

/ /2 cosvd /2 cosw /2 cosw d
v — ——dv
0 2\/7 7\'/2 2\/'U+7T ,71—/2 2\/'U+27T
Or
1 1 ™ 1
- < <
Vo+rm Vu+2rw 2(v+7r)3/2 2y/v+ T
donc
/”/2 Ccos v /2 cosw /2 cosw 4
ey _ ;Y P Qv
—7/2 2\/’U+7T —7/2 2v/v + 27 ,,r/24\/v+7r
/”/2 Ccos v /2 cosw /QCosvd
——dv
—r/2 4\/7/ o 272 2\v

et on peut conclure.
d) on utilise I'instruction evalf.
Culture : les intégrales A et B sont en fait égales.

Exercice 49 : [énoncé]
vn2+1l=n+ ﬁ + 0 (%) donc u, = = ) + 0 (#) est terme général d’une

série convergente.

Exercice 50 : [énoncé]

En développant et aprés simplification, (2 4 v/3)™ + (2 — v/3)™ € 2Z donc

u, = —sin ((2 — \/§)”7r) Puisque |2 — \/g} <1, u, ~ —(2—/3)"r est terme
général d’une série absolument convergente.

Exercice 51 : [énoncé]
k—1
Pour k(kgl) <n< k(kH) , ON pose U, = (_1,1

Ceci définit la suite (un)n>1 de sorte que ses premiers termes sont :
1 1111 1 1 1

» T 9 7373737717717713717
Les termes sommeées tendent vers 0 et les sommes partielles oscillent entre 0 et 1.

Exercice 52 : [énoncé]

a) Pour u,, = (—1)", la série de terme général u,, est divergente et puisque ces
sommes partielles valent 0 ou 1, elle enveloppe tout réel de 'intervalle [0, 1].

Pour u, = (—1)"/(n + 1), la série de terme général w,, satisfait le critére spécial
des séries alternées et donc elle converge et la valeur absolue de son reste est
inférieure a son premier terme. Cette série enveloppe donc sa somme, a savoir In 2.
Pour u,, = 1/2", la série de terme général u,, converge. Puisque u,, — 0, le seul
réel qu’elle peut envelopper est sa somme, or

—+oo n —+oo
1 1 1 1
FLET X wTa
k=0 k=0 k=n+1

n’est pas inférieur a u, 1. Cette série convergente n’enveloppe aucun réel.
b) Posons pour la suite de notre étude

n
=D u
k=0

On a
0n+2un+2 =A- Sn-l—l =A- Sn — Up+1 = (an-l—l - l)un-i-l

Puisque 60,,42 > 0 et 0,41 — 1 < 0, on peut affirmer que u, 42 et u,1 sont de
signes opposés.

Puisque A — S,, = 0, 11u,11 est du signe de uy, 11, les réels A — S, et A — 5,11
sont de signes opposés et donc A est encadré par S, et Sp41.

c) Puisque A — S, est du signe de w11, on peut écrire A — S,, = 0, 41Up41 avec
9n+1 c RT.

Puisque A — S,41 = (0pt1 — Dupy1 est du signe de u,42 et puisque w41 €t upio
sont de signes opposés, on a 6,11 —1 < 0 et donc 0,41 € [0, 1].

On ne peut rien dire de plus, sauf a savoir que A — .S, est non nul pour tout n € N.
En effet pour u, = (—1)" et A =1, la série de terme général u,, est alternée et
pour n pair : A — S, =1—1=0 est du signe de u,41.

pour n impair : A — S5, =1—0=1 est du signe de u,41.

Si en revanche, on suppose A — S,, # 0 pour tout n € N, obtenir 6,11 € ]0, 1] est
désormais immédiat.

d) Par labsurde, supposons t, 41, Upt+2 > 0.

OnaA—-S, <tpgp1 donc A — 5,11 <0 puis A — Spi2 < —upqo et done

|A = Spt2] = |unta|. Or |A — Spio| < |unts| et |upts| < |unt2l|, c’est absurde et
donc w41 et up42 ne sont pas tous deux strictement positifs. Un raisonnement
symétrique établit qu’ils ne sont pas non plus tous deux strictement négatifs et
donc la série de terme général u,, est alternée & partir du rang 1 (on ne peut rien
affirmer pour le rang 0).
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Puisque A — S;,11 =A— 5, —Uupy1,0n a Or ] ) )
1] — tnr1 < A= Spir < [uns| — 1. sin(In2n) = sin(In(2n + 1)) — sin(ln 2n)

Si upqq1 > 0alors A — S,41 < 0 et done du signe de g, 42.

Si tpt1 < 0alors A — S, 41 > 0 et donc a nouveau du signe de uy 2.

Enfin A — S,, 11 n’est pas nul, car sinon

A—Spis=A— 511 — (Unta + Unts) = —(Upta + Unts) est de signe strict
opposé & u,1o et n’est donc pas du signe de uy,44.

On peut alors exploiter le résultat du ¢) et affirmer que la série de terme général
u,, encadre strictement A.

Exercice 53 : [énoncé]
Posons

cos(In k)
5, =y cslink)
k=1

n

Pour les entiers k appartenant a l'intervalle

|:e—7r/4+2n7r’ eﬂ'/4+2n7r:|

on a
cos(In k) < 1 1
7]6 =z \ﬁeﬁ/4+2mr
Posons
a, = E (efﬂ'/4+2n7r> et b, = F (eﬂ'/4+2m'r>
On a
b
“s cos(lnk) _ b, —an, 1
San = Sb, = > > 7
n n 7 /442nm
k=a,+1 k \/i € /
Or, par encadrement,
b, — a,
n n L T/2
eﬂ'/4+2’ﬂ7’( - (1 € )

donc (S,, — Sp,,) ne tend pas vers 0. Or ay,, b, — +0o donc la série étudiée ne
peut converger.

Exercice 54 : [énoncé]
Puisque u,, — 0, il revient au méme d’étudier la nature de la série de terme
général

Up = U2p + U2n+1

Un =

- 2n(2n+1) 2n+1

sin(ln2n) 0 1

2n(2n+1) n?
et d’autre part en vertu du théoreme des accroissements finis, il existe ¢ compris
entre In2n et In(2n + 1) tel que

D’une part

sin(In(2n + 1)) —sin(In2n) _ cos(c) (In(2n +1) —In2n) 0 1
2n + 1 N 2n + 1 T\ n?
On en déduit que v,, = O (1 / n2) et donc la série de terme général v,, est
absolument convergente donc convergente.

Exercice 55 : [énoncé]
a) Il est immédiat de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de I’espace RY des
suites réelles. L’application
¢ : E — R? définie par ¢(u) = (ug, u1) étant un isomorphisme (car un élément de
E est déterminé de facon unique par la donnée de ses deux premiers termes), on
peut affirmer que l'espace E est de dimension 2.
b) Il est immédiat de vérifier que les suites (a,,) et (b,,) sont formés d’entiers
naturels, qu’elles sont croissantes a partir du rang 1 et qu’elles sont a termes
strictement positifs a partir du rang 2.
Ainsi

Vn > 2,a,,bp > 1

et donc
py2 =2n+1letb,o2n+1

Ainsi les deux suites (ay,) et (b,) tendent vers +o00 en croissant (seulement a
partir du rang 1 pour la premiére)

c) On a
Wnt1 = (N + Daps1 + an) b1 — ans1 (0 + bpgq + by)
Apres simplification, on obtient
Wn+1 = —Wp

et donc
wy, = (—1)"we = (—1)""’1
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d) On a
W, (_1)n+1

Cn+1 — Cp

bnbn+1 bn bn+1

Puisque la suite de terme général b, b, 41 croit vers +oo, on peut appliquer le
critére spécial des séries alternées et affirmer que la série numérique > (¢py1 — ¢p)
converge. Par conséquent la suite (c,,) converge.
e) On a

—+oo

{—c, = Z (Ck+1 — Ck)

k=n

Par le critére spécial des séries alternées, on peut borner ce reste par la valeur
absolue de son premier terme

1
bn bn+1

1
e =0+0 (bnbn+l>

:bn(€+r)+0< ! )

bn+1

|6 —cn| <

On peut ainsi écrire

On a alors

ap, + rby, = by (¢ + 1)
Sachant b,, — 400, on peut affirmer

an+1rb, >0 1r=—/

Exercice 56 : [énoncé]
Quand z — 0, on a

vzl =l|z| -z |x|+0(x3/2>

1+x
On en déduit

n

(=1)"/n* (=" /n 1
un:/ \/|x\dx—/ x/ |z dx—l—o( 5a/2>
0 0

Par parité
C(-Dr2 2 1
Un = o507z ~ spsare O\ e

Par le critére spécial des séries alternées, la série de terme général (—1)"/n3®/2
converge et par équivalence de séries a termes de signe constant, la série de terme
général

2 n 1 2
5nba/2 0 nda/2 5nbe/2
converge si, et seulement si, 5a/2 > 1.

On en déduit que la série de terme général u,, converge si, et seulement si,
a>2/5.

Exercice 57 : [énoncé]
1 1 Tt 1 .
a) n(n+1)(2n+1) =0 (;3) donc Z n(nFD)(2nsT) EXiste.
n(n+1)(2n+1) + T—i—l - 2n+1 dOIlC
N 2N+1

Z n(n+1)(2n+1)

n=1

1 o
4 22 - or on sait que
n=

Z + Z n-1§—1
+oo

=InN + v+ o(1) et on conclut que Z =3—-4In2.

M=z

1
n(n+1)(2n+1)

n
1

N
b) 3 In(1-2

n=2 n’
+o0 +oo n +oo “+oo
) X (n+1)3T" =3 3 Frgir = (Z gln) (Z 3}n> = 2 via produit de

n=0 m=0
Cauchy.

3
Il

L) = Zln(n—1)+ln(n+1)—2lnn—> In 2.

Exercice 58 : [énoncé]

W ~ k% donc la série converge.
1 _ 1 1 2 _ 2
ROIDZ = B2 T Gz T T — & done
N ) N ONHL N1 N .

J— — T
ZW_ZW—’_ZW_:[—’_QZE_QZE_?_S'
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1
Exercice 59 : [énoncé]

1 1

n(n+1)(n+2) s
donc la série converge
Par décomposition en éléments simples

1 121 1/2
nn+1)(n+2) n n+l n+2
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puis apres télescopage

Exercice 60 : [énoncé]
—+oo

Exercice 61 : [énoncé]

+oo 11 +oo 1 +oo 1
nn! = Z (n—1)! + Z nl = 2e
n=0 n=1 =
oo, +oo
—2 n(n— 1)+n 2
=2 Z(n2>'+2<n1
n=0 n=0

Exercice 62 : [énoncé]

“+oo
Tout d’abord la série Y kz* converge en vertu de la régle de d’Alembert.

k=0

—+oo
E = Z (2n+1)z + Z @n )2 donc Z @n +1)z =1

n n n /
P kat =z (Z “’k) =7 (1_1'3:) = T

Exercice 63 : [énoncé]
Par sommation géométrique

a—1 n

k=0

donc

/

avec

d’ou la conclusion.

_ Z (71)kxk+a71 +

a—1 n 1 1
da = / -1 kxk+a_1dx+/ z
- kZ:O D i

1+

+oo
-2y L=o.
n=0

xn+o¢

1+

n—+ao

Exercice 64 : [énoncé]
Par sommation géométrique

n+1

n 1
1—
E ug = / —r sin(mz) dz
o l—=x
k=0

1
7 :/ bm(mc)dglj
o l1l—=z

Cette intégrale est bien définie car la fonction intégrée se prolonge par continuité

Posons

en 1.
n 1 .
S| [ e
o 0 —x n -+
avec
M = sup sin(mx)
[0,1] 1—=x

n
On conclut que Y up — I puis par changement de variable
k=0

4
Zuﬁ/ g

Exercice 65 : [énoncé]

2n 1 2n n
a) y. (Gab i Y 1-2Y &=In2n+y+o0(1)—Inn—y=In2+0(1) - In2
k=1 k=1 k=1
2n+1 (—1)k—1 2n (—1)k—1 L. , N
et kzl t— = k¥1 i— +o(1) donc la série converge et est de somme égale a
In 2.
3n 3n

b) Nu, =Y £ 32 s =m3n+y+o(l)—Inn—vy=ImI3+o(l) = In3 et

3n+1 3n+2 3n
Z Up = Z Up +0(l) > In3et > wu, =Y up+o(l) = In3 donc la série
k=1 k=1

converge et ebt de somme égale a In 3.

Exercice 66 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

Z (2n—1) Z (2n—1) ﬁ:

n:l n:l

3\*—‘
3=

2N N
:Z:IE Z:

n

:\'—'

2N
n=N+1
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Or Exercice 69 : [énoncé]
2N 2N N a) 9140 — O (L) donc Z ATy existe.
1 1 1 n(n+1)(n+2) n(n+1)(n+2
S S =Y S oY L —mEN) £y 4o(l) ~InN —y = In2+o(1) e o
n n n
n=N+l n=t n=t % 3 n—H — —5 donc en exploitant nzl L—InN+~v+o0(1) on
puis obtient :
S P M N 4+o0(1) =4
Z —— =2In2 2 DT — SR Gy T AT o(1) =
= 2N+1 N
b) 3 In (1+ ) 3 (2K +1) ~ In(2k + 1) = O et
. o 2N N - 1 +00 .
Exercice 67 : [énoncé] 3 ln( + =0t ) Z (1 + (*T)> +0(1) = 0 donc Y. In (1 + (*n) ) 0.
ap existe en vertu de la régle de d’Alembert. n=2 n=2 n=2

§ (Zfll —-(ap—i—(l) ap1+-~'+< >a0> donc
p Exercice 70 : [énoncé]

P P , . On peut supposer a > 0 quitte a passer la suite a ’opposé.
ap = ap—1+ -+ agp et par un récurrence aisée a, € N.
1 p Up 41 b—a
U, n—>ab
Exercice 68 : [énoncé] Posons v,, = n®* u,. Inv,,; —Inv, = O (1/n2) donc (Inwv,) converge puis

La somme existe en vertu du critere de Leibniz.

2N N—-1 Un ~ 5= avec A>0
ST (-1)"In(1 +1/n) = Zln 2n+1) —In(2n) + Y In(2n+ 1) — In(2n + 2)
n=1 n=0 Par conséquent ) u,, converge si, et seulement si, b —a > 1.
N (n —b)up+1 = (n — a)u, donc
2 1 n+1 n
=23 m T e +1)
n=1 n (n+ Dups1r — nuy = (b+ Dupy1 — auy,
donc N +00 )
2 . (2n)!(2n + 1)! En sommant et en notant S = z_: U, on obtient (b+ 1)(S — &) — aS = 0 donc
S (=1)"In(1+1/n) =In (T n=0
= 24 (nl)*
"= g b+ 1)
Or n! ~ 2wnne™™ donc T bh+l—a
2N
_ n
Zl( )" In(1 +1/n) = In (2/m) Exercice 71 : [énoncd]
uis n(n+1)(2n+1)
P . 17422 4. 4+ n” = Zk2 5 =0(n*)

> (=1)"In(1+1/n) = In(2/m)

n=1 donc > m converge.
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Apres décomposition en éléments simples : on parvient a
3 1 Yoo 3 1 1
=18—-241n2 — =In(4N+4)+~v—2In(2N+1)—2y+In N
DT " Z(4n+1 4n+2+4n+3+4n+4> B(AN+4)+y=2In(2N+1)=2y+n Ntr-+o
Ainsi -
Exercice 72 : [énoncé] Z ( r 3 + 1 + ! ) =0
Par sommation géométrique n+1 4dn+2 4n+3  4dn+4
N (1) N 1 L] o (—phN+ (ce qui change du In2 traditionnel. .. ;-)
n=0 n+ n=0"0 0 +
Exercice 74 : [énoncé]
Or 1 (—t4)N 1 1 La convergence de la série est assurée par la régle de d’Alembert.
/ ————dt g/ AN L = -0 On a
o 1+t 0 AN +5
+o0 o +o0 o LE"+1 +o00 1 1
donc converge et 1— = = —
X ey comes 1= 3 Tt = e e~ 2 (e i)
T 1\n 1
Z (=1) = / dt Aprés télescopage
— 4dn+1 o 1+1t4 400 n

> -
Enfin —(1- ) (1 —antl) (1 —x)?
1
dt 1 24+ /2
1= In + 7
o 1+t 4+/2 2 -2
Exercice 75 : [énoncé]
Introduisons la série entiere de somme

Exercice 73 : [énoncé] too

1 NS NS S DU TS SRS S 4 B R Sl) =
dn+1 4n+2 4n+3 4n+4  4n  4n  4n  4n n2) n2

donc la série étudiée est absolument convergente.

x4n+3

nZ:o (4n 4+ 1)(4n + 3)

On vérifie aisément que son rayon de convergence est égale a 1 et que sa somme
est définie et continue sur [—1, 1] par convergence normale.

Ona N i N Sur |-1,1]
1 3 1 1 | 1 Lo pant2
§(4n+1_4n+2+4n+3+4n+4>:];k_4§zmm Sl(x):z::4n+1
Or Pour z # 0
N 1 B 2N+17 B N 1 [ ] me _
:O4n+2 ;211—1—1 22 kg 2k 1—x4
Par le développement On en déduit que sur |—1,1]

T =

n
; 1—t4

=lnn+v+o(1) S/(ac):x/w dt
0
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puis

/ / 1—u4
Par intégration par parties

1, Eodu 701 [T11 -2
=|z¢*-1) | —— S S dt

S@) {2< Xll—u40+2l 21—

1 rode 1 /% dt
S(z)==(z2 -1 = 4z _a
(2) =3 )/0 1—t4+2/0 1122

—— =0 (In(1—2))

1 [t ae T
S(x)%i/o 1122 38

et ainsi

Quand z — 1~
=o(zx—1)

donc

On en déduit

©= 1 s
= 1 = —
1;) (dn+1)(4n + 3) SM) 8
Exercice 76 : [énoncé]
l.a) Puisque (n+k+ 1)! > (K + 1)},
(k)2 1
0< F(n,k) < =
(. k) (k+1)1)*  (k+1)

et par comparaison de série a termes positifs, on peut affirmer la convergence de
la série de terme général F(n, k), k € N.
1.b) On définit la fonction F' puis on calcule les o, voulus

F:=(n,k)->(&!)"2/((nt+k+1) 1) "2:
sigma:=n->sum(F(n,k) ,k=0..infinity):
seq(sigma(n),n=0..10);

2.a) On définit la fonction G puis on compare les quantités proposées

G:=(n,k)->(3*n+2%k+3)*F(n,k) :
simplify((n+1) "3+F (n+1,k)-(4*n+2)*F(n,k)) ;
simplify(G(n,k+1)-G(n,k));

On constate que les quantités proposées sont égales.
2.b) En sommant les relations précédente pour k € N, on obtient

ZGnk—i—l

grace a la convergence des séries étudiées.
2.c) On passe du second membre de la relation précédente au second membre de
la relation voulue en multipliant par le facteur

((n+1)H*
(n+ 1% (2n +2)!

(n+1)3%0,41 — (4n +2)o - G(n, k) = —-G(n,0)

On peut alors présumer

(n+1)3(2n +2)! (2n)!

T 4nt2) (nr )t (@

et vérifier avec Maple que cette quantité convient

P:=n->(2*n)!/(n!)"4;
P(n+1);
simplify(1/((n+1)!) 4% (n+1) "3*%(2*n+2) !/ (n+1)"3);

3. On observe que

. (mnn* 1
(n+1)22n+2)!  “(n+ 12C5tt
donc
io 1 _1+§(Jn_gn+1) Loo
el TLQCSTL 3 0 Pn Pn+1 3 PO

avec convergence des séries engagées car o,,/P, = O (1/P,) — 0.
On en déduit

L.
~n2Cy, 18

Exercice 77 : [énoncé]
Selon que a < 0 ou a > 0, on encadre 1/k% en exploitant la monotonie de
x— 1/ze.
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Sachant que donc
dt 1 n+1 n n
= = tl o Cte 400 / dt < Z 1 < / dt
v l-a » tlnt T klnk = J; tlnt
on obtient
i 1 1-a puis on conclut via
T d¢ .
—k 1-o g In(lnt) + C** — 400
Exercice 78 : [énoncé] - ice 80 : (4 ]
Puisque x — = est décroissante = [T dz L < (™ dz gope xercice : lenonce
+Ooq e too da f > S one N f”*l z Si o < 0 alors & partir d’un certain rang u, > 1/n et la série diverge.
N1 e S By < [y 45 d'olt on obtient : Ry, ~ (a—Dne—1 Si a > 0 alors la fonction z — 1/x(Inz)® est décroissante sur |1, +oo].
A U A
Exercice 79 : [énoncé] . t(nt)e T S n—1 t(lnt)®
a) Par croissance de la fonction /-
donc
k+1 N+1 N N dt
Vidt <V < Vidt / 1 Zun\/ i
k—1 k 3 nt)e — 9 t(nt)
d .
. - a o In N+1 N In N
\fdt <Y VE< Vidt mNEL g "Ny
1 5o S Z Un S >
k=1 In3 U s In2 U

et on conclut aisément. e . .
) On a et on peut conclure qu’il y a convergence si, et seulement si, a > 1.

n
Inn! = g Ink
k=1 Exercice 81 : [énoncé]
et, par croissance de la fonction In,, Puisque = — =5 est décroissante :

k k+1
/ 1ntdt<1nk</ Intdt lde 1 _ (F de
k-1 k i 2 k2 T o1 T2

donc

n n+1
/ lntdtglnnlgf Intdt +° dx = oo du
1 1 / — < Z 3 S / —

2 2
x X
+1 k=n+1

donc

puis on peut conclure.
¢) Par décroissance de la fonction z — 1/xInz sur [1/e, +o0],

/’C+1 dt 1 /’“ dt
— < < P
k tlnt =~ klnk r_1 tint

d’ott 'on obtient : u,, ~ 1/n.
Il y a donc divergence de la série de terme général u,,.
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Exercice 82 : [énoncé]
Par comparaison avec une intégraleintégrale

n

/” (Int)*dt <) (Ink)?

k=1

Or par une intégration par parties on obtient

/” (Int)?dt ~ n(Inn)?
1

donc 0 <

< vy, avec
1

n(lnn)?
On peut alors conclure que la série des u,, diverge par comparaison avec une série
de Bertrand.

Up ~

Exercice 83 : [énoncé]
La fonction x — +/x étant croissante,

et donc

Il y a donc convergence de la série de terme général w,, si, et seulement si,ac > 5/2.

Par ’encadrement qui précede :
n n n+1
O<Z\/E—/ \/deg/ Vrzder <vn+1
k=1 0 n

donc

Z\f 3/2+O(f)

(—1)"2 1

3na—3/2 +0 na—1/2

Pour a > 5/2 : il y a absolue convergence comme ci-dessus.

Pour 3/2 < a < 5/2 : il y a convergence par somme d’une série convergente et

d’une série absolument convergente.
Pour @ € 3/2 : il y a divergence grossiére.

puis

(*1)nun =

Exercice 84 : [énoncé]
Puisque x — = est décroissante

g o 1 o " dx

T dg oo dx

/ - < RN S / o
N+1 T N €z

b
(a — 1)na—1

donc

d’ou 'on obtient :
R, ~
puis
R, 1
S (¢ —1)Seona!

La série ) f;" converge si, et seulement si, a > 2.
n
n>1

Exercice 85 : [énoncé]
Sn Sp dt 1 1 1% 1
Uy p dt __ P
s,,%gfsn,l donc Z 58 < sy i = a1 [t o < aip < oo
Exercice 86 : [énoncé]
“+o00

. 1 4 : . [too dx +00 da

Puisque r — —% est décroissante : [, <% < P ka <1+ f1 —a donc

1 i -
1+ 1. Par suite (o — 1)¢(w) b

—1- < ((o) <

Exercice 87 : [énoncé]

a
Notons que ;7%

~ % donc Z rer existe.
La fonction z —
série-intégrale
N+1 a N a : a _ x te
IR 7= dr < Y ot < In -7 +2= dz puis sachant Ik oiaz = arctan § + C',

74az est decrmssante sur [0, +oo[ donc par comparaison

N
arctan N+1 arctan% < Z n2ia2 < arctan %
n=1 oo
Quand N — 400 : § — arctan % <Y nZiaz <3
n=1 oo

Par le théoreme des gendarmes donc lim 3 —%— = 7.
a—r+oo S e
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Exercice 88 : [énoncé]
a) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer a > 1.
Par comparaison avec une intégrale, on montre

1 1
a—1no-l

Up, ~~

Par comparaison de séries & termes positifs, > u, converge si, et seulement si,
o> 2.

b) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer a > 0.

Par apphcation du critere spécial des séries alternées, v, étant le reste de la série

Z (p+1 B est du signe de (—1)" et |v,| < m — 0.
De plus
+o0 —+00
(-1 (1)
Up| = [Vni1| = —
[onl = V1] g TETEwIT g Ginta)e
donc

+oo ) 1 1
|%L%%””:§:@J)<@+n+lw_ﬁp+n+%“)

p=0
Par le théoréme des accroissements finis
1 1 - «
(p+n+1)* (p+n+2)* (cn)ott

avec ¢, € lp+n+1,p+n+2[
La suite (c,) est croissante donc on peut appliquer le critére spécial des séries

alternées a
S (G g
(ptn+1)> (p+tn+2)

et conclure que sa somme est du signe de son premier terme. Au final, (Jv,|) est
décroissant et en appliquant une derniere fois le critére spécial des séries alternées,
on conclut que Y v, converge.

Exercice 89 : [énoncé]

a) > f(n) diverge et > (—

n>1 n>1

b) Pour n >4, f(n) < [ | f(t)dt f(n—l ) donc [
Iy F(®)dt = f(n) < f(n = 1) = f(n) avec 24 fn=1) -

série de terme général [ | f(t)dt —

Juy J(0)dE

1)™f(n) converge en application du critére spécial.
t)dt — f(n) > 0 et
f(n) = f(3) donc la

f(n) converge et il en est de méme de la série
de terme général f(n) —

—+o00 2n

O % (1) = tim 5 (1K) avee

(D) =2 32 fe2k) = 55 400

J()+ Z f(k fk W f

=1In2 Z zn: Tk
k=1 k=1 k=1

et enfin 2 Z f(2k) — Z f(k) =In(2)y — £(In2)?

= k=
In(2)(2y - In2).

(®)dt + [, f(t)dt = $(Inn)? + C.

In2Inn +In(2)y + o(1) + 3(Inn)* + C

+ o(1). Au final
+0o0

E: C_lyﬂiﬁ _

n=1

Exercice 90 :
A, =a+ w, In B, = %kzl In(a 4 bk). Posons f(t) = In(a + bt) fonction

[énoncé]

croissante.

A Taide d’'une comparaison série-intégrale : E f(k) =nln(a+bn) —n+o(n)

donc In iz =InB,—In4, =1 (a‘fl;z%) 1—|—0( )= In2—1dou ﬁ—: — 2

Exercice 91 : [énoncé]
a) a) Une comparaison série intégrale est inadaptée, f n’est pas monotone comme
en témoigne ses changements de signe. En revanche :

w=[ " @) - f) s

Or par le théoreme des accroissements fini,

avec ¢; € n, z.
Apres calcul de f/(z), on en déduit

1 2
3n4/3 " 3p5/3

|f(z) = f(n)] <

puis u, = O (n4/3)
b) La série de terme général f:“ f(t)dt diverge car [ f(t)dt = 3sin (n!/?)

diverge. En effet si sin (nl/ 3) convergeait vers £ alors par extractlon sin(n) aussi et
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1/3
il est classique d’établir la divergence de (sin(n)). On en déduit que Y %

diverge.
¢) 11 suffit de reprendre la méme étude pour parvenir a la
mémeu,, = f:ﬂ f(@)dx — f(n) conclusion.

Exercice 92 : [énoncé]
Par comparaison série intégral,

Z In®k ~ n(lnn)?
k=2
donc
n< 1

" ~ 1=a(lnn)?
> mn2k "
k=2

Par référence aux séries de Bertrand, > u,, converge si, et seulement si, a < 0.

Uy =

Exercice 93 : [énoncé]

Par comparaison série intégrale :

Sia>0,u, ~ fatll est terme général d’une série absolument convergente.
Si—1<a<0,u, ~ 5‘;‘;11 n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia=-1, u, ~ ﬁ n’est pas le terme général d’une série convergente.

Sia< -1, u, A0 et donc Y u, est grossitrement divergente.

Exercice 94 : [énoncé]

a) Apres caleuls, |f/(z)] < 2/22%.

b) Par intégration par parties

Joa @ dt=[(t = (n = D)F Oy = [,y (¢ = (n = 1))f(¢) dt done

lun| < [T (= (n=1))[f/(t)] dt < [ | [f'(t)| dt. L’intégrabilité de f” suffit
pour conclure.

¢) Si la suite (cos(Inn)) converge alors la suite extraite (cos(n1n2)) aussi. Notons
¢ sa limite. Comme cos((n + 1) In2) + cos((n — 1) In2) = 2cos(nIn2) cos(In 2) on
obtient & la limite 2¢ = 2¢ cos(In2) et donc £ = 0. Comme

cos(2n1n2) = 2cos?(nIn2) — 1 on obtient & la limite £ = 2¢% — 1 ce qui est
incompatible avec ¢ = 0.

d) [ | f(t)dt = — cos(Inn) + cos(In(n — 1)). La divergence de la suite (cos(Inn))
entraine la divergence de la série ) f:q
on peut affirmer que > f(n) diverge.

f(t)dt et puisque la série > u,, converge,

Exercice 95 : [énoncé]
La fonction fpest continue, strictement décroissante et de limites +o0o et 0 en n et
+00. On en déduit que f,, réalise une bijection de |n, +o0[ vers ]0, +ool. Ainsi,
pour tout a > 0, il existe un unique T, > n vérifiant fn(a:n) =a.

— n

=1In (1 + 3 )

n
nodt
fn(n+1+y)=2_:m Zk+y\sz i = o iy
<n+1+ea%1

Poury:ea—"_l,f(n+1+y) ln(1+(e —1))—aetparsuitexn

Aussi

fln+y) = y+k/f"tity (1+ﬂ).

Pour y = 3, f(n +y) = a et par suite z,, > n + 5.
On en déduit x,, T = ei_nl-

Exercice 96
On remarque

: [énoncé]

=X/1. 12 /%
2 (o) =20 ()
k=n k=n

avec ¢z — el/?

La fonction ¢ est décroissante en tant que produit de deux fonctions décroissantes
positives. Par suite

(k+1)/n 1 L k/n
[ emar< 2o () <[
k/n n n (k—1)/n

En sommant et en exploitant I'intégrabilité de ¢ au voisinage de +oo
+o0 too +o0
1 1 k 1
/ Se/tdt <y —op () < / ~el/tat
vt =t \" (n=1)/n t

+o0 400
1 +oo 1 400
/ —erdt = [—el/t} =e—1let / Serdt = [—el/t} —e—1
1t 1 (n—1)/n t (n=1)/n

Par encadrement

n—-+oo

“+o0

. 1 &

lim n (ek> =e—1
k=n
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Exercice 97 : [énoncé]
Introduisons la somme partielle

On remarque que pour n € {10’)_1, ..., 10P — 1} onaa,=2p
En regroupant pertinemment les termes sommés

107 —1 2 qg 10P—1 2P q
Sw=d Y L Z > =D ua
p=1n=10r-1 p=1n=10P p=1

Puisque la fonction ¢ + 1/t3 est décroissante, on a la comparaison

107 10P—1 10P—1
dt 1 / dt
— < u, = — < _
/101)—1 t2 P n:%—l 'fl3 10p—1_-1 t2
Apres calculs, on obtient
99 1
Up ~ —
2 100p

Casx >0

La série ) upaP converge si, et seulement si, z < 100.

Puisque la série Y 2% /n3 est & termes positifs, sa convergence équivaut a la
convergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc >~ 2% /n? converge
si, et seulement si, x < 100.

Cas z < 0.

Pour = € |—100,0[, il y a absolue convergence de la série en vertu de ’étude qui
précede.

Pour z < —100, on peut écrire x = —y avec y > 100, on a alors

q

S109-1 = Z (=1)uqy*

p=1

avec (uqy?) qui ne tend pas vers zéro.
Il y a alors divergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc divergence

de la série Y a9 /n3.

Exercice 98 : [énoncé]
Montrons que la série étudiée est divergente. Notons S, la somme partielle de rang

n de cette série. Nous allons construire deux suites (a,) et (b,) de limite +o00 telles

que Sp, — S,, ne tend pas zéros ce qui assure la divergence de la série étudiée.
Soit n > 1 fixé. Les indices k vérifiant
™ b
2nm — — é\/E§2nﬂ'—|——
4 4
sont tels que
1

Re(ei\/g) > —

>

Posons alors

an = E((2nm — 7/4)%) et b, = E ((2n7 + 7/4)°)

On a
Sv, — Sa, =
k=an+1 \/E
et donc par construction
bn
Re(Sh, —50) > —= 3 —
n an ) =
V2, L= Vi

Puisque la fonction ¢ — 1/4/t est décroissante, on a la comparaison intégrale

Re (S, — Z /kHdt—f(\/b 11— Van + )

k an+1
Or )
b, — an, 2nm T
V b + 1 - a + 1 = ~ — —
" " Voo 1+ Va,+1  4dnm "2
donc S, — S, ne tend par 0 et I'on peut conclure que la série étudiée diverge.

Exercice 99 : [énoncé]
Posons H, =1+ 44+ + =Inn+~+o(1).

On observe u,, = 2H,, — H,2 = 2(Inn + v+ o(1)) — In(n?) — v + o(1) — .

Exercice 100 :
a) u, >0 et

[énoncé]

Inu, = iln (
k=1
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Sia=1alors u, =1—1,.
Sia > 1 alors

a—1 a—1
In(1 ~
n( + A ) A

donc Inu,, - +o0 puis u,, — +00.

Sia < 1 alors Inu,, — —oo et donc u, — 0.

b) Sia > 1il y a divergence grossiére de la série.
Sia €]0,1] alors

~a—1
lnunwzak =(a—1)lnn
k=1

et donc
In(ku,) =Ink+(a—1)Ink+o(lnk) ~alnk — +oo

Ainsi ku, — 400 et & partir d’un certain rang u,, > 1/k.
La série de terme général u,, s’avere divergente

Exercice 101 : [énoncé]

a)

Un+1 :ln2n+1 _
Un, 2n+ 2

1 1
Inup4y —Inu, =In nll-— ~——
2n + 2 2n
La série Y Inup41 — Inw, tend vers —oco done Inu,, — —oo puis u, — 0.
b) Posons v,, = \/nu,.
1 1 1
Invyy; —lnv,==In{1+— ) +Inuyy; —Inu, =0 —
2 n n?

La série Y Inv,41 — Inw, converge et donc la suite Inwv,, aussi.
En posant ¢ sa limite, on obtient v/nu, — C avec C = e’ > 0.

Exercice 102 : [énoncé]

Un1
Un

2n+1
2n-+2

> Inuyy1 — Inw, tend vers —oo done Inw,, — —oo puis u,, — 0.
b) In(n + 1up41 — Innu, =In (222) ~ L La série Y- In(n + 1)upq1 — Innu,
tend vers +oo donc Innu,, — +o0o puis nu,, — +0o. A partir d’un certain rang
nu, > 1 donc > u, diverge.

¢) (2k + Dvgy1 = 2up41 = %uk = (2k + 1)vy, en sommant pour k € {0,...,n}
et en simplifiant, on obtient : T,, = 2 — (2n + 6)v,4+; donc T;, — 2.

=In

— _ _ 1 N\ _1 s
a) nup4 —lnw, =In =In (1 2n+2) 5, - La série

Exercice 103 : [énoncé]
Apres caleuls Inuy, 1 — Inwu,, = O(1/ n2) donc Inu,, converge et on peut conclure.

Exercice 104 : [énoncé]

In(P,) = 3 In 1+(71)k avec
(P = 3o m (14 5F)

donc In P, = —%Inn + A+ o(1) puis P, ~ <.

Exercice 105 : [énoncé]

n n +oo
a) (P,) est croissante et In P, = > In(1 + |ux|) < > |ug| < > Juk| < 400 done
k=1 k=1 k=1

(P,,) est majorée.
Par suite (P,,) convergente.

m
b) |II,,, — .| = |TL,| ’ IT (1 +wug)—1|or |[II,| < P, et lorsqu’on développe
k=n-+1
m
Pexpression [] (1+wug)— 1 on obtient une expression polynomiale en les
k=n-+1

Up+t1,-- -, Uy & coefficients positifs qui est inférieure en module a la méme
expression obtenue en les |up11|, - .., |ty |. Ainsi :

m m

I[I A4wu) =17 < I (T4 |ug]) -1
k=n-+1 k=n-+1

Ainsi |II,,, — II,| < | Py, — Pnl et donc (II,,) est de Cauchy.
Exercice 106 : [énoncé]

1 1 1n—1
1—u)"—1 n—1
/ 7( u) du:—/ Y :7/ kadv
0 u o v—1 0

k=0

puis

donc u, — —v
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Exercice 107 : [énoncé] b)
a) n—1 “+o00
a—>b a—b v = In(n™%u,) = L= v €R
lnun_H—lnun:ln(l—i— - )N - ; ];)
—a 4 : « _ At
est le terme général d’une série divergeant vers —oo. Par suite Inu,, — —oc et donc n™%uy, — € puis up ~ An® avec A =e" > 0.
donc u,, — 0.
b) . , ,
Exercice 110 : [énoncé]
nvpi1 —Inv, = aln (1 + 1> +In (1 L4~ b) _ata- b L0 <12> a) Inupi1 —Inu, ~ =32 avec x> 0 donc Y. Inugy1 — Inuy, — —oco puis u, — 0.
n n n n k=1

donc pour o = b — a, la série des Inv, 1 — Inv, converge. Par suite v,, converge
vers un réel A > 0 et alors 4

nb—a

¢) On a
(b—a—1Du, = (1 =0)(unt1 — un) — ((n + Dtpy1 — nuy,)

donc par télescopage

*i:"’u b-1
n— 37 LU0
o b—a—1

Exercice 108 : [énoncé]

Notons que les termes de la suite (u,) sont tous non nuls car —a ¢ N*.
5
a) (”Jj[l% =1+ o‘nﬂ + O () donc v, = O‘nﬁ + O (Z5). X" vy, converge si, et

seulement si, § = —a.

n—1 “+o0

b) 3 v =In(n"%u,) = £ =Y v € R donc n™%u,, — e’ puis u, ~ An® avec
k=0 k=0

A=¢el>0.

Exercice 109 : [énoncé]

a)
1)%u, 1
(”+)U+1:1+04+5+O 1
nPu, n n2

donc

>~ v, converge si, et seulement si, § = —a.

b) Pour o = —2/2, In(un11) — In(u,) —aln (1+ 1) = O (%) donc
> In(upt1) — In(uy) — aln (1+ 1) converge.
¢) Puisque In(up41) — In(up) —aln (1+ 1) =In

Un 41

(n+1)«

—1In 7= la suite de terme
général In 7= converge puis ;2 — A avec A > 0.
d) Par comparaison de séries a termes positifs, _ u,, converge si, et seulement si,

a< —lie x> 2.

Exercice 111 : [énoncé]
a) Par récurrence 0 < u, < ug/2".

b) In(2" 1) — In(2"u,) = In (%) ~—1 (%)3 est terme général d’une

série convergente donc la suite (In(2"u,,)) converge et finalement (2™u,,) converge
vers un réel A strictement positif.
—+oo
c) Uy — A27" =277 3 2k — 2Ky, . Or
k=n
k okl N2k+1 MSN A3
2%up — 27 g 6 (2)“24.2%' . o
Par comparaison de reste de série convergente a termes positifs,

—+oo
_ _n A3 1 A3
U — A27" ~ 27" 55 22F = g.2-3n-

k=n

Exercice 112 : [énoncé]
a) On sait

— In(n) + 7+ o(1)

T =

>
k=1
donc
an = Hs, — H, — 1In(3) = A
b) Si on sait

1 1
Hn—ln(n)+’y+2n—|—o<n)
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les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.

oS ( ) S (i ) s 5w (4

k=1
avec 3
- k-1
Z n<k> In3
k=n-+1
donc
n 1 " 1
A=Y —aln(1-2) =S “4m(1-=
. kzlkm( k) kzlk“( k)

Or Y % +In (1 — %) est absolument convergente car

Lom(1-t !
g k 202

donc a,, — A = R,, — R3,, avec
+oo
1 1
Ro= Y k+1n(1_k)
k=n-+1

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes a termes de
signe constant,

" 2k2 2n
k=n-+1

(le dernier équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par
1 1 . , .
2N RGESD et sommation télescopique).

Au final

Exercice 113 : [énoncd]

Non, en effet considérons
n

1
u =
" — klnk
np
. 1
Pour tout p € N*, on a tnp —un = > 717
k=n+1

On en déduit

alors que

Exercice 114 : [énoncé]

On observe que u?,; —ul~! =n.

Puisque ) n une série a termes positifs divergente on peut, par sommation de
relation de comparaison, affirmer u;, | ~ n . En composant avec le logarithme
népérien cet équivalent de limite infini, on obt1ent nlnu,y1 ~ 21lnn puis
Intpqq1 ~ 21“" Par suite w41 — 1 puis up41 =1+ 21’;" + o0 (h;l")

Posons v, = up41 — 1 — 21“7”. Up 1 = €XP (n In (1 + 2“;1" + vn)) donne

ul = exp (2Inn + nv, + O ((Inn)?/n)).

Or 21?;1% — 1 donc exp (2 + nv,, + O ((Inn)?/n)) — 1 puis nv,, — —2. Ainsi
Up41 = 1+21“T” — 1“—2+0(l).

n n

Exercice 115 : [énoncé]

a) Si a <0, il y a divergence grossiere. Si o > 0 alors n2u,, — 0 et la série est
absolument convergente.

b) Si @ < 1 alors u,, > 1/n pour n assez grand et il y a divergence par
comparaison de séries a termes positifs.

Si @ > 1 alors pour v € ]1,a[ on a n"u,, — 0 et il y a absolue convergence.

c) Sia <1 alors u, > 1 et la série est grossiérement divergente.

Si a > 1 alors n?u, = exp(2Inn — (Inn)®) — 0 donc la série est absolument
convergente.

Exercice 116 : [énoncé]
Sia <1 alors nm
comparaison de séries & termes positifs, la série dlverge

Si a > 1 alors considérons 8 € ]1,af. On a n’ —1— — 0 donc la série est
absolument convergente

Si
Pour k > 2,

1
— 400 donc pour n assez grand m Z . Par

11,400l

1 Rt
> —
klnk .A tnt
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donc

= [In(n )]} —— 400
n——+00

n+1 dt
>
- /2 tint

Par suite, la série étudiée diverge.

klnk
k=2

Exercice 117 :
On a

[énoncé]

2 1
lnn+aln(n+1)+bln(n—|—2):(1—|—a—|—b)1nn—|—_;b—|—0<n )

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a + 2b = 0 ce qui correspond
aa=—-2etb=1.
Dans ce cas :

N N+1 N+2

Zlnn+a1n(n+1)+blnn+2 Zlnn—?Zlnn—i—Zlnn

n=1
puis
N
> Inn+aln(n+1)+bln(n +2) = In1+n2-2n 2-2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) —
n=1

Exercice 118 :
On a

[énoncé]

f+a\/ﬁ+b\/ﬁ—(1+a+b)f+af/%b O(n;/?>

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a+ 2b = 0 ce qui correspond
aa=-2etb=1.
Dans ce cas :

N+1 N+2

Z\F+a\/ﬁ+b\/ﬁ72\ﬁf2zxf+zxf

n=1

N
SVntavn+1+bv/n+2=V1+v2-2V2-2/N+1+VN+1+ VN +2
n=1

et enfin

N
d Vntavn+1+bvn+2—-1-V2
n=1

Exercice 119 : [énoncé]
Posons u,, le terme général de la suite étudiée.
n

_ a b c
U3n+3 = ;;::1 VT T Ve T vakes” Or
a b c __ a+tb+tc _
ThTT + T3hTe + T3S T Vak +o0 (\F) donc a + b+ ¢ = 0 est une condition

nécessaire pour la convergence de (ug,+3) et donc a fortiori pour la convergence
de (uy,). Inversement si cette condition est satisfaite alors

Tt 3Z+2 t s =0 (
Usn+1 = Usn+s + 0(1) et ugpt2 = usnt3 + o(1) donce les trois suites (ugn+1),
(usn+2) et (usp4+3) convergent vers une méme limite, on peut donc conclure que
(up,) converge.

) et donc (usn+3) converge. De plus

Exercice 120 : [énoncé]

Si |A| =1il y a divergence grossiére dans les trois cas.

Si |A| > 1 alors u,, ~ %, v ~ 1 et w, ~ ﬁ Les séries Y u, et > w, convergent
et > v, diverge.

Si [A| < 1 alors u, ~ A", v,
tandis que Y w,, diverge.
—1In2

~ A" et w,, ~ 1. Les séries > u, et > v, convergent

Exercice 121 : [énoncé]

=5 (1= G40 (k) = 55 - 53 + 0 (552)-
Si @ < 0 alors u,, /A0 donc > u, diverge. Si o > 0 alors ) (;la)n

n=2 n=2
o L 5327z + O ( = /2) est le terme général d’une série absolument

converge.

Si 370‘ > 1 alors —

convergente et donc Y w, converge. Si 370‘ < 1alors — o m/Q +0 (nm/Q) ~ 27;;/2
n>2
(de signe constant) est le terme général d’une série divergente donc Y wy,.
nz=2
Exercice 122 : [énoncé]

La condition o > 0 est nécessaire pour qu’il n’y ait pas divergence grossiére.

Pour a > 0,
N G D 1
ne + (_l)n - no + n2a to n20¢

o) s —1)"™
La série de terme général ( n”‘)

est convergente et la série de terme général

1 1 1
wra O\ qE ) Y e
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est convergente si, et seulement si, o > 1/2.
Finalement la série initiale converge si, et seulement si, o > 1/2.

Exercice 123 : [énoncé]
a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : ¢ — 1, on obtient u,, — 0.
b)
1
n+1

/4
Up, + Upyo = / (tant)’ (tant)" dt =
0

¢) On vérifie aisément u,, — 07 et u, 1 < u,. Par application du critére spécial
des séries alternées, Y (—1)"u,, converge.
d) Par monotonie

Un + Un+2 < 2un g Un, + Up—2

On en déduit wu, ~ i puis par comparaison de séries & termes positifs, ) ==
converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 124 : [énoncé]

On a 1) 1)
-1 -nHm 11 1
n <1Jr ne ) ne 2n2“+0(n%>

s S . —1" " -
Par le critere spécial, ( na) est terme général d’une série convergente.

Par comparaison de séries a termes positifs

11 1 11
ToqE TO\Gm )~ T
est terme général d’une série convergente si, et seulement si, a > 1/2.
Finalement, la série étudiée converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 125 : [énoncé]
On a

womta (14 GF) - n (18) = G - 58 0 (335)

Par suite > u,, converge si, et seulement si, a = —1.

Exercice 126 : [énoncé]
n
= (1-ge+o(5)" = exp (e +0 (7))
Si > 1 alors (uy,) ne tend pas vers zéro et Y u, est grossiérement divergente.
Si a €0, 1] alors nu,, — 0 et Y u, est convergente.

Exercice 127 : [énoncé]
a) Si a < 1 alors

1
2k e T

et donc u, =+ 0sia€[0,1], u, — 1sia=1et (u,) diverge si a > 1.
n
Sia > 1 alors (Z ,€1a> converge et donc (u,) aussi.
k=1
b) Casa<leta=1:u,=1, v, =0 et on peut conclure.

21nn+2 k—alna
Casa<letacl0,1]:€=0,v,=u,, nv, =e k=1

Zn r .1t 1
k*  oa—1no-1
k=1

Casa=1letac[0,1][:£=0, v, =u, =elmnrtrto))na _ y\pna donc Yo,

converge si, et seulement si, Ina < —1 i.e. a < —1/e.

+oo
1
71es

Casa>1:/0=qar=1

— 0 car

Z =
vnzf(e k=nt -

14
”‘ﬁz @t

k= n+1

Ainsi ) v, converge si, et seulement si, a > 2.
Dans chacun des cas précédents, on peut appliquer le critére spécial aux séries
alternées et affirmer que > (—1)"v, converge.

Exercice 128 : [énoncé]
a) f est décroissante sur [e, +o0o[. Pour p > 4,

p+1 D
/ lntd lip < / lntdt
P ¢ p p-1 1
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donc u,, = IHTQ + 1“73 + v,, avec

Hlng ™ Int
/ n—dtgvng/ 2l
4 t 3

donc v, ~ 1(Inn)2.

Etudions w,, = u,, — %(ln n)2, Wy — Wp_1 = Inn _ f” Intqt < 0 donc (wy,) est

n n—1 t

décroissante.
D’autre part les calculs précédents donnent (w,,) minorée et donc on peut
conclure que w,, converge. Ainsi

1
Un =5 (Inn)* 4+ C + o(1)

b)

221\5 ( 1)n1r17n B g: In(2n) g: In(2n — 1)

n o 2n 2n —1

n=1 n=1 n=1

donc
2N N 2N N
Inn In(2n) In(n) 1
2 - —m2) -~ -

Par le développement asymptotique précédent, on obtient :

2N
g (71)”1n—n =In2.Inn + In(2)y + %(ln n)? 4 C — %(ln 2n)% — C + o(1)
n

n=1

et apres simplification

2N Inn 1
> ()" — = 5In(2)(2y -~ In2)
= n 2
De plus
e Inn N Inn 1
-1)t— = -1)"— 1 —In(2)(2y —In2
> (C1"SE = 2 (CDMEE ol - @)y —hn2)
donc
R Inn 1
> (-1)"— = - In(2)(2y — In2)
— n 2

N’est-ce pas magnifique ?

Exercice 129 : [énoncé]

n
1

E>1 k=1
Pour étre plus précis,

S’ﬂ — _ = _— = = _—

kz:lk ;(H\/E k) ,;RQJrk\/E

or

VEk 1
k2 + kvVE EYp
et est donc le terme général d’une série convergente.
Ainsi S, — 3 1 — ¢’ dion
k=1

Spy=Ilnn+(y+C)+o(l)=Inn+ C +o(1)

Exercice 130 : [énoncé]
1

Py £ et > + est une série & terme positif divergente donc S, ~ > ¢ ~ Inn.

1 1 d ;o o
——— ~ 75 donc la série de terme général est absolument convergente. Par
k2+Vk k2 g k24+vVE g

suite (S,,) converge

Z*‘X’ 1 =
k=n+1 k2 + VE k=n+1
car Y. 7z est une série & termes positifs convergente.
k=1
LS T
Par comparaison série intégrale ) 1 ~ - et on peut conclure comme
k=n-+1
annonceée.

Exercice 131 : [énoncé]
Par une comparaison avec une intégrale, on sait déja

k2 n
k=n-+1
Il reste a déterminer un équivalent simple de la différence
“+o0
1 1
=D E

k=n-+1
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Sachant que % est le reste de rang n de la série convergente

= (& 1) =i

Zk2 Py

k=n-+1

Par équivalence de reste de séries a termes positifs convergentes

+o0 1
> &
k=n+1

Par comparaison avec une intégrale

Finalement

DI
k2 n  2n2 © n2

k=n-+1

Exercice 132 : [énoncé]

a) On a
Inu, = Zln (1—1>
Or 1 1 1
ln(l—gk)z—%—i—O( >
donc

1l & 1 1

k=1 k=1

n
ar Y. + =Inn+~v+4o0(1) et > O () est une série convergente.
k=1

n>=1
b) Puisque
In(n3u,) — 3
ona
eB
Un 1/3

et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 133 : [énoncé]
2t

+oo
1 _ 1 1 _ 1
a’) kzl E(nk+1) — n Z + Z ( nk+1) nkQ) — 6n kzl nk2(nk+1) et
+oo 1 1 +oo
0< kz—:l nk?(nk+1) < nZ kz—: 5 donc Z k:(nk-‘rl) Gn
+

Exercice 134 : [énoncé]

a) Posons v, = n®uy,.

lnv,11 —Inv, =aln (1 + %) —1In (1 -2+0 (#)) =0 (#)

La série Y (Inv,41 — Inw,) est done absolument convergente et par conséquent la
suite (In(v,)) converge.

. . . e
Ainsi v, » e > 0avec £ = lim lnw, puis u, ~ <.
n—+o0o n

Par équivalence de séries a termes positifs, > u,, converge si, et seulement si,
a> 1.

b) On reprend ce qui précede en Iapprofondissant.

Puisque le reste d'une série dont le terme général est en O (1/n?) est en O (1/n),
onalnv,=0+0 (%) puis u, = 3 +O(na+1>

Pour que > (—1)™u, converge, il est necessalre que u, — 0 et donc a > 0.
Inversement, si o > 0 alors ) (—1)" % converge par le critere spécial et

>0 (naﬂ) est absolument convergente

Finalement ) (—1)™u, converge.

Exercice 135 : [énoncé]

Posons
“olon —k
ra=1%= k‘
k=1
On a )
I~ |zn — K|
InP,=—-= In
2 kzzl 2n — k|?
Puisque

t
|z — k> = (2n)? — 4nk cos <\/ﬁ> + k% = (2n — k)* + 8nk sin? <

InP, = Zln(l—i— k)Qsm (2f>)

27)

on obtient



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011 Corrections

Sachant sin? u = u? + O(u*), on peut écrire Exercice 136 : [énoncé]
Pui
N 2 1 a) Puisque )
Sin F = Z —+ O -3 Z 1 +
— —— 400
" " " —n opot
Ainsi @ | ol B
1 22 k 1 on peut affirmer que I'ensemble
InP,=—= In(1 o=
! 22“( ot e (3) )
Sachant In(1+ ) < x, on a {pEN’len}]}
o 2kt? k 1 ) . . e s ,
—2In(P,) < Z =+ S0 (= est une partie non vide de N. Celle admet donc un plus petit élément, noté ;.
= l@2n—k)?  (2n—k) n b) Par définition de ®;, on a
D
Posons S, le second membre de cette comparaison. D’une part < ZJ 1
n
= k 1 n (1 1 n=t
Z (2n — k)QO (n) S Z ﬁo (n) =0 <n> —0 Or, par comparaison avec une intégrale
k=1 k=1
@.
D’aut t L1 ®idt
autre par ,<1+/ 7:1_|_1nq>j
n 2n—1 2n—1 2n—1 n 1
2k 2(2n — 1 n=1
v ik Sk A P _ -
162::1 (2n — k) ZZ;L Z e @;1 On en déduit ®; > e/~! puis ®; —> +00.
avec c) Par définition de ®;, on a
11 1
ZﬁNﬁet Zzzlnn‘F’Y‘FO(l) (I)j_ll ®; 1
t=n =1 2 -
>y <i<)
Apres calculs asymptotiques, on obtient 1 el
Sn—(2—2In 2)t2 Or, sachant que ®; — +o00, on a
1
Sachant In(1+4+z) > =z — 5;52 on a ®; ®;

1
In®; + v+ o(1) et Z; In(®; — 1) +v +o(1)

1
n 2 2 Z —_ =
—2InP, > S, — 1 Z {( 2kt + k 0] <1>} =1 n=1

24~ (2n—k)2  (2n—k)? n
= Par suite
Puisque 0 < gz < 5 In(®; — 1) +7+0(1) <j <, +7+o(1)
T oke? k 1] & (1 1 or
bl - ) = bl In(®; — 1) =In®; + o(1)

o w w0 5oGe) =0 () -0 : :

k=1 k=1 donc
Finalement —21n P, est encadré par deux quantités de limite (2 — 21n2)¢2. On en j=I®;+~+o0(1)
déduit puis

P, — exp ((ln2 — 1)t2) o, = ed—r+o(1)
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On en déduit e
el e 140o(1)
T ei—vto(l) T © e

Q)1
(I),

J

Exercice 137 : [énoncé]

n
Posons S, = > ug. On observe que
k=1

zn:k;un = (n—i—l)Sn—zn:Sk
k=1

k=1
Par suite
n
n+1 1
Wy, = Un——5— > Sk (%)
n nuy,
k=1
Puisque ni" — a, on a S, ~ ani,.
n

La série de terme général S, est une série a termes positifs divergente donc
n n
E SL ~a g kuy,
k=1 k=1

Par suite

1 n
n2u Z Sk ~ awn
" k=1
La relation (x) dévient alors

n+1
Wn = — Uy, — aWy, + o(wy,)

et en on en déduit que

Exercice 138 : [énoncé]
a) On définit les suites u et v

u:=n->product (1+I/k~2,k=1..n);
v:=n->product (1+2*I/k,k=1..n);

Puis on figure les lignes polygonales

plot([seq([Re(u(p)),Im(u(p))],p=1..500)1);

plot([seq([Re(v(p)),Im(v(p))],p=1..n)1);

b) On peut écrire u, = pnefn avec

n n 1 1/2 n 1
Pn = H = (1 + Ic“) et 0, = Z arctan 72
k=1 k=1

k=1

)
1*'%5

Puisque

1 & 1 1 <& 1 ~ 1

w
Il
i

il y a convergence des suites (pn)n>1 €t (0n)n>1-
(

On en déduit la convergence de la suite (up)n>1
Puisque
arctan — — =
k2 = K2 ), t n
k=n+1 k=n+1

on obtient une valeur approchée de la limite (6,,) a 102 pres en considérant 61o.
evalf (argument (u(100))) ;

On observe graphiquement que lir_irrl pn € [1,2]. Puisque la fonction exp est
n—-+0oo

10-lipschitzienne sur [1, 2], il suffit de connaitre lim(In p, ) & 10~2 prés pour
connaitre lim p,, & 1072 pres.
Puisque

—+oo —+oo +o0
1 1 1 1 1 dt 1
_ 1 1 — | < = — < = - =
D) > n( +k4) 2 > A 2/n A s
k=n+1 k=n+1

on obtient une valeur approchée de la limite de (In p,,) & 10~2 prés en considérant
In pg.
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evalf (abs(u(170)));
¢) On a
arctan — — e 0] <k‘3>
k=1 k=1
Sachant

on en déduit

& 2
Zarctan 7= 2Inn+ L+ 0(1)
k=1

avec L € R.
Etudions la suite (z,). On a

29, = exp(2i1n2)z,
Si la suite (z,)n>1 converge, sa limite ¢ vérifie
¢ =exp(2i1n2)¢

ce qui entraine ¢ = 0.

C’est absurde car les complexes z, sont tous de module 1. On en déduit que la

suite (z,,) diverge.
Un argument de v,, est

- 2
on = ;arctanE =2Inn+ L+ o(1)

de sorte que

Unp = ‘Un| Qp2n

avec

lvn] 2 1, () = o, |a] =1 et (z,) divergente

On en déduit que la suite (v,,) diverge.

Exercice 139 : [énoncé]

a) Pour o > 1, la série de terme général 1/n® converge et si 'on pose

"1
Sn=) 1a
k=1
on observe
2n 1 —+o00 1 “+oo 1
Do =SSy ) a =0
k=n-+1 k=1 k=1

Pour o = 1, on introduit les sommes partielles harmoniques

En notant v la constante d’Euler, on peut écrire

H, =Ilnn++v+o(1)

et alors
2n 1
Z - = Hon — H, =In2+o0(1) = In2
k=n-+1

b) Par I’égalité de Taylor avec reste intégral, on peut écrire
x _ 2
sine =z + / % sin®(¢) dt
O .

Puisque
vt € R,sin® (t) = —cos(t) € [~1,1]

on a
“
Vm}O,sianm—/ B
0
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D’autre part, il est bien connu que
Vo > 0,sin(z) < x

On en déduit

2n 2n

2n 2n
1 1 1 A 1
W EDIETEEDY
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
En vertu de ce qui précede, on obtient
2n 1
nEIEOO Z sin <k;> =In2
k=n+1
Exercice 140 : [énoncé]
n, est bien défini car H, — +oo0.
La suite (n,) est croissante et évidemment non majorée donc
Ny —» +00
Par définition de n,, on a
an 2 P 2 an,1
Or
H,=lnn+~v+o0(1)
donc
Inn, +v+o0(l) =2p>Inln, —1)+v+o0(1)
Puisque
In(n, — 1) =Inn, + o(1)
on obtient
p=Inn,+7+o(l)
puis
n, = en—'y+o(1) ~ e
Exercice 141 : [énoncé]
. 1 , . +oo ¢ +eo 1 +oo g
a) Puisque z — —= est décroissante : gl ;—f < > 7= < fn x—ff donc
k=n-+1

+oo
Z 1 1 _1
ko a—1n>—1"

400 +oo
b) Par suite > > &
n=0 k=n+1

c) Posons uy, ,, = k% si k > n et uy,, = 0 sinon.

a un sens si, et seulement si, o > 2.

+oo
Pour tout n > 1, " |ugn| converge et > > |ug | converge donc on peut

E>0 n>0 k=0

appliquer la formule de Fubini et affirmer
+oo +oo +00 +oo
S>3 Uk = Y, Y. Uk, avec convergence des séries sous-jacentes.
n=0 k=0 k=0n=0

“+oo k—1 1 1 +oco +oo 1 “+oo 1
Orzuk,n: ka:WdODCZ Z F:ZW-

n=0 n=0 n=0 k=n+1 k=1

Exercice 142 : [énoncé]
La série converge compte tenu des critéres usuels.

1 11 1
n2—p2 2p\n—p n+p

Par télescopage :

n=p+1
De plus
”il ! ! L 4+ 4+ 14+ — !
n_an—p27 2p \p—1 +1 2 —1
donc
Jf 11 (1 1 ) 3
2 > — o \ T 5 | T 42
e Lonkp p 2p\p 2p) dp
puis
+oo “+oo +oo
1 3
POID P S Y
p=1n=1n#p p=1
Cependant
+o00 4o +oo +oo
1 3 3
O S
n=1p=1,p#n n=1 p=1
donc

—+oo “+oo +oo +o0

XY Y Y m

p=1n=1,n#p n=1p=1p#n
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Exercice 143 : [énoncé]

> up,4 est absolument convergente et
p=1

2q—1

-~ |al
Z |tp,q| = 591
p=1 1 - |a’| g

% est absolument convergente en vertu de

|
la régle de d’Alembert donc les séries suivantes existent et on a

De plus la série de terme général

+oo 400 +oo oo

§ § Up,q = § § Up,q
q=1p=1 p=1q=1
ce qui fournit la relation
+oo _ +oo
Sty
1—a2a—1 1—a?
q=1 p=1

Exercice 144 : [énoncé]
+o0 +oo +00 Foo

1
Zapq—Odonc Zozaznq—o Zap,q p+1_ﬁdonc Zozap,q—l
q=0p= p=0q=
Le Theoreme de Fubini ne s apphque par a la série double de terme général a,, 4

Exercice 145

Pour |z| < 1, Z 2n+1

[énoncé]

n +CXJ
22 (2k+1) _ Z om = i .

o +oo on+1y, +oo
ZZ Yt h= Y

—
I3

n=0 k:O n,k=0 m=1
2” . .
Pour |z| =1, Pzﬁr > % donc 1_222"“ /——0, il y a donc divergence
n—-+oo
grossiere.
22" 1/2)>"
Pour |z 1, = et |1/z 1 donc
2] > peraD 1/2)2" 11 1/z2] <
122" T 7 T 11/ T 1-2z"
n=0
Exercice 146 : [énoncé]
m

1)+ = —(m +1)(n + 1) ce qui permet de conclure.

Pour t = —1, ZZ(

=0 j=

Pour t 7& -1, Z Z ( )1+3t7+3+1 Z( 1) tz+11 (— t)7n+1.

1=0j=0 =0 L+
n m o n
Quand m — +oo, > > (—1)iHigrtitl 5 S~ (1 )Z% si |t| < 1 et diverge sinon.
i=0j=0 1=0
n .
‘tH'l o 1— ( t)n+1
Zo(_ly 7 = e
1=
1)itd piti+l ¢
Quand n — o0, n%gnoo zz%);:o( 1)+t = e
Exercice 147 : [énoncé]
—1)"

est bien défini en tant que reste d’une série satisfaisant

S~
Le terme u, = ) 73
k=n
au criteére spécial des séries alternées.

k=1n=1

Sy Gt

n=1k=n k=N+1n=1
N k
D’une part Z Z ( => (7;) . D’autre part
=1n=1 k=1
K N , K .
Y Y GE=N > 5
k=N+1n=1 k=N+1
N N k +oo k
En passant & la limite quand K — +o0 : Z Up = Y (_]i) > _1612)
k=1 k=N+1
=y ! N (1
Or Y ‘57 =0(7z) donc quand N — +o0, Y u, — Z
k=N+1 n=1 =1
+oo
Ainsi ) u, est convergente et > u, = —In2.
n=1

Exercice 148 : [énoncé]

La fonction x +— 1 — cosx — x est négative sur [0, +oo[ et ne s’annule qu’en 0. Par
conséquent, la suite (u,,) est décroissante, or elle est clairement minorée par 0
donc elle converge et annulant la précédente fonction ne peut étre que 0. Puisque
Upy1 = 2sin? S on a Upi1 < 4 u . Par suite u,, = O (1/2") et donc la série des u,,
converge.

Exercice 149 : [énoncé]
¢ = (1+/5)/2 est la seule limite possible de la suite (u,) qui est clairement &
termes positifs.

[Un1 — €] = \/H‘#Jrfl/m < L uy, — €] done u,, = O(1/2") et ainsi la série
converge. h
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Exercice 150 : [énoncé]

a) Aisément la suite est strictement positive, décroissante et de limite £ € [0, /2]
vérifiant sin ¢ = /.

b) upt1 — un est le terme général d’une série télescopique convergente. Or

Upt1 — Up ~ f%un donc par équivalence de suite de signe constant, on conclut.
¢) Inupq — Inwu, est le terme général d’une série télescopique dlvergente. Or
Inup41 —Inu, ~1n (1 — lu2) ~ —%u% donc par équivalence de suite de signe
constant, on conclut.

Exercice 151 : [énoncé]

La suite (a,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. En passant la
relation de récurrence a la limite, on obtient que (a,,) tend vers 0.

Puisque

1 1 a2-a2,, 1
T T3 T 27 ~3
a’n—i—l an an n+1 3

on obtient par le théoreme de Césaro

()
akJr1 ak 3

11 1
3

puis

2
na?

Finalement a,, ~ % et la série étudiée est divergente.

Exercice 152 : [énoncé]

a) La suite (a,,) est bien définie et & termes positifs puisque pour tout = > 0,
1—e™™2>20.

Puisque pour tout z € R, e”
décroissante.

Puisque décroissante et minorée, (a,) converge et sa limite ¢ vérifie / =1 —e
On en déduit ¢ = 0.

Finalement (ay) décroit vers 0.

b) Par le critére spécial des séries alternées, > (—1)"a, converge

¢) Puisque a,, — 0, on peut écrire a1 =1—e % =aq, — 7a +o0(a?).

Par suite a2 ~ —2(ap11 — an).

Par équivalence de séries a termes positifs, la nature de la série de terme général
ai est celle de la série de terme général a,+1 — a, qui est celle de la suite de
terme général a,. Finalement Y a2 converge.

<142z, o0naapt < ay et la suite (a,) est done

—£

d) La nature de la série de terme général In(a,+1/a,) est celle de la suite de
terme général In(ay,,). C’est donc une série divergente. Or

1 1
In (azzl> =In (1 — 50n + o(an)> ~ —5n

Par équivalence de série de terme de signe constant, on peut affirmer 3 a,
diverge.

Exercice 153 : [énoncé]

La suite (uy,) est & terme strictement positifs car ug > 0 et la fonction

z — In(1 + z) laisse stable I'intervalle ]0, +oo].

Puisque pour tout z > 0, In(1 4+ z) < «, la suite (u,) est décroissante.
Puisque décroissante et minorée, la suite (u,) converge et sa limite £ vérifie
In(1 4 ¢) = ¢ ce qui donne ¢ =0

1 1 up—uppr  zup 1

Uptl Uy UnUn 1 u? 2

Par le théoréeme de Cesaro,

et donc

On en déduit u,, ~ % et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 154 : [énoncé]
a) Upt1 — Up < 0etu, €
limite possible est 0.

10, 1[ pour tout n € N donc (u,,) converge et la seule

N N

2
g Uy = g Up — Up+1 = Uy — UN+1 — UQ
n=0 n=0

2
donc > uz converge et

—+oo

2 _
> un =
n=0
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On a
N N u
Z In(1—wu,)=1In H nH ) = L
n=0 n=0 Un o

donc la série numérique > In(1 — u,) diverge.
b) Puisque
In(1 — up) ~ —up,

Par équivalence de séries a termes de signe constant, Y u,, diverge.

Exercice 155 : [énoncé]

Dans le cas ot ug = 0, la suite est nulle. On suppose désormais ce cas exclu.

a) La suite (u,) est & termes dans ]0, 1] car I'application x — x — 2 laisse stable
cet intervalle.

La suite (u,) est décroissante et minorée donc convergente. Sa limite ¢ vérifie

¢ =1{—(?et donc ¢ =0.

Finalement (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.

L L _ Ul _ _Ya 1 Par le théoréme de Cesaro,
Un+1 Un UnUn41 Uy, —Up
1" 1 1
=5 (———)—>1etd0nc——>l.
n =0 Uk+1 Uk NUn,

On en déduit que u,, ~ % et donc Y u,, diverge.
b) Comme ci-dessus, on obtient que (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement

supérieures.
Uy — Uy aul ;s
L L Tt ted %M . Par le théoréme de Cesaro, —= — « et donc
un+l Unp, (unun+1) un+1 nu,

Up ~ 7 avec A > 0.
Si a€10,1], > uy, converge et si a > 1, Y u, diverge.

Exercice 156 : [énoncé]
La suite (u,) est croissante.
Si (uy) converge alors sa limite ¢ est strictement positive et

ap ~ (Upyr1 — Up)

est le terme général d’une série convergente par équivalence des termes généraux
de signe constant.
Si > a, converge alors

0 g Up+1 — Up < an/uO

donc par comparaison la série de terme général u, 41 — u, converge et donc (uy,)
converge.

Exercice 157 : [énoncé]

Posons v,, = uf. La suite (v,,) vérifie v,, € ]0,1] et v, 11 = sin(v,,) pour tout n € N.
Puisque la fonction sinus laisse stable l'intervalle ]0, 1], on peut affirmer que pour

tout n € N, v, €10,1].

De plus, pour > 0, sinz < x donc la suite (v,,) est décroissante.

Puisque décroissante et minorée, (v, ) converge et sa limite ¢ vérifie sin ¢ = ¢ ce qui
donne ¢ = 0.

Finalement (v,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.

1,3
n—"Un n n FU;, X2 PN
Ona o — L = @ozvne)(usrtvn) | 59 X200, 1 Py o théoreme de Cesaro,
Un+1 Un VnVUn+t1 Un 3
1w 1 1 1 1 1 V3 A
) (Ui“ — E) — 3 et donc =5 — 3. On en déduit v, ~ 7 puis u, ~ 737
=0 \'k : B
avec A > 0.

Pour 8 €10,2], 3 v, converge et pour § > 2, > v, diverge.

Exercice 158 : [énoncé]
a) Notons la suite (u,,) est bien définie, strictement positive et croissante.
Sia>1,o0na

1

n*uq

Upt1 < Up +

puis par récurrence

3

Ainsi (u,) converge.
Si (uy) converge. Posons ¢ = lim u,, on observe £ > 0. On a

1 1

Un+1 — Up = nou, ~ not

or la série de terme général u,+1 — u, est convergente donc o > 1.
b) On suppose a < 1. On a

2 1 2

2 2
Upi] — Uy = — —_—F
n+ n no n2au72l no

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs

divergentes
"1
2 Z
k=1
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or par comparaison série-intégrale, De plus
n — 2 (uxv)n =30 D uplnok S X D UkUn—k = D Uk X Un—k = D Uk D U
1 n¢ nezZ n€ZkEZ n€ZkEZ k€Z  n€l kEZ (€
kfawl_aquanda<l c)Ona (uxv)y= > wupve= (v * u)y,
k=1 k+é=n
((u*v) *w)p= > W, = (u*x(V*xw)),.

et

~Inn quand a =1

On conclut alors

sia<letu,~V2lnnsia=1

¢) On suppose « > 1. Posons v, = u, — £. On a

1 1

Ukl = = ™ g

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs

convergentes
+oo 1
D Ukt = Uk = —Un ZW ~ g
k=n

puis

Exercice 159 : [énoncé]
Il s’agit d’'une somme de termes positifs.

+oo +o00

> > (m—&n)"‘ => pp_al < 400 & a > 2. Colles Spé - Familles
p=2m-+n=p,m,n>1 p=2

sommables

Exercice 160 : [énoncé]

a) Puisque v € ¢*(Z), v, —— 0 et v, —— 0 donc (v,,) est bornée par un
n—-+oo n——oo

certain M.

On a |ugvp—k| < M |ug| donc (urv,—x) est sommable.

b)

2o 20 wkvn—k| < D0 X0 |uklfvn—k| = 3 fuk| 22 [vn—kl = > uk| X |ve| < 400
nez lkez nez ke’ kEZ nez kEZ 7=

donc u * v € £1(Z).

k+l+m=n
Pour ¢ définie par €, = dp, 0, u * € = u donc € est élément neutre.

d) Considérons v définie par u,, = dg.n — d1 -

Si u est inversible et v son inverse, la relation u * v = & donne

Up —Un—1=En = 60,n-

Par suite pour tout n € N, v,, = vy et puisque v, m 0, pour tout
n € N,v, = 0. De méme pour tout n < 0,v, =0

Mais alors, pour n = 0, v,, — v5,—1 = 0p,, donne 0 = 1.

L’élément u n’est pas inversible et donc (¢1(Z),
002.doc

Exercice 161 : [énoncé]
Pour z € |—1,1[, on peut écrire

§ :xké

1— xk
Par suite
+oo 400 400
ke
T
> =)
k=1 k=1¢=1

En réorganisant les termes du second membre (ce qui est possible car il y a

*) n’est pas un groupe. Etude

absolue convergence et donc la famille correspondante est sommable), on obtient

400 00

szké

k=1/¢=1

+oo
= E d,z"
n=1

avec

d, = Card {(k,{) € N*/kl = n}

d, apparailt alors comme étant le nombre de diviseurs positifs de n ce qui entraine

la relation demandée.
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FIGURE 1 — La ligne polygonale Aq, Ao, ..., A, avec n = 500

FIGURE 2 — La ligne polygonale By, Bo, ..., B avec n = 500



